ARCHIV 


FUR 


ELEKTROTECHNIK 


IM EINVERNEHMEN MIT DEM VERBAND DEUTSCHER ELEKTROTECHNIKER e. V. (VDE) 


HERAUSGEGEBEN VON 


J. FISCHER UND W. NURNBERG 


SPRINGER-VERLAG-BERLIN/GOTTINGEN/HEIDELBERG 


45. BAND 1960 FUNFTES HEFT 


‘ Inhaltsverzeichnis 

Seite 
M. Tuma: Beitrag zur Theorie der Kapazitatssonde. Mit 7 Textabbildungen’. . . hae deat ty ee ZOO 
W. ScHuIsKY: Kurzschlu8drehmomente bei der Synchronmaschine. Mit 9 Textabbildungen are aed ZO. 

W. Boninc: Theorie des stromsteuernden Transduktors fiir den saree ike Zustand. Mit 10 Text- 
abbildungen .. . F 317 

G. NEEs: Zur digitalen Berechnung der transformierten Matrizen von Vierpolnetzen. Mit 3 Textabbil- 
dungen!, 329 

F. STIER: Bestimmung der Energie eines ebenen Magnetfeldes durch Abbildung desselben auf ein ‘elek- 
trisches Stromfeld. Mit 3 Textabbildungen . . . erg 1343 
H. EDELMANN: Die Inzidenzmatrizen der Schnittmengen eines epee Mit 3 Textabbildungen . Weds tae SA7 


Vor kurzem erschien: 


Krankheiten elektrischer Maschinen, 
Transformatoren und Apparate 


Ursachen und Folgen, Behebung und Verhutung 


Bearbeitet von zahlreichen Fachleuten 
Herausgegeben von Professor ROBERT SPIESER 
unter Mitarbeit von Dipl.-Phys. FRITZ GRUTTER 


Zweite neubearbeitete Auflage 
Mit 264 Abbildungen. XV, 376 Seiten Gr.-8°. 1960. 
Ganzleinen DM 48,— 


INHALTSUBERSICHT 


Krankheiten elektrischer Maschinen: Ubererwarmung. Wicklungskrankheiten. Eisenkrankheiten. Krank- 
heiten der Biirsten, Schleifringe und Kommutatoren. Unruhiger Lauf, Erschiitterungen und Schwin- 
gungen. Lagerkrankheiten. Leerlaufstérungen an Generatoren. Einzel- und Parallelbetriebsstérungen 
an Generatoren. Anlauf- und Betriebsstérungen an Einankerumformern. Anlaufstérungen an Motoren. 
Einzei- und Parallelbetriebsstérungen von Motoren. Brandschutz und Brandléschung. Wartung und 
Reinigung der Maschinen + Krankheiten der Transformatoren: Allgemeine elektrische St6rungen. Er- 
warmung. Krankheiten am Eisenkern. Kiankheiten von Einzelteilen des elektrischen Systems. Krank- 
heiten des Kiihlsystems. Krankheiten an Drosselspulen - Krankheiten elektrischer Apparate: Allgemeines. 
Schaltapparate. MefSinstrumente und MeBwandler. AnlaB-, Regel- und Steuerapparate. Schutz- 
relais. Schutzsysteme. Allgemeine Stérungsursachen in Anlagen. AnlaBeinrichtungen. Regeleinrich- 
tungen. Auslésesysteme fiir Schalter. Richtlinien fiir das Arbeiten an elektrischen Anlagen - Sach- 
verzeichnis. 


SPRINGER-VERLAG - BERLIN -. GOTTINGEN - HEIDELBERG | 


Abgeschlossen am 30. 8. 1960 Preis DM 11,40 


Postverlagsort Berlin 


II Archiv fiir Elektrotechnik By XLV. Band, Heft 5— 1960 


Das Archiv fiir Elektrotechnik 


erscheint nach MaBgabe der eingehenden Arbeiten zwanglos in einzeln berechneten Heften. 


Nachdruck: Mit der Annahme des Manuskripts eines Beitrages fiir die Zeitschrift ,, Archiv fir Elektrotechnik” 
erwirbt der Springer-Verlag das ausschlieBliche Verlagsrecht fiir alle Sprachen und Lander, einschlieBlich des Rechts 
der fotomechanischen Wiedergabe oder einer sonstigen Vervielfaltigung. — Im ,,Archiv ftir Elektrotechnik er- 
scheinende Arbeiten diirfen vorher nicht an anderer Stelle ver6éffentlicht worden sein und auch spater nicht ander- 
weitig, weder im Inland noch im Ausland, verdffentlicht werden. Ausnahmen von dieser Regel bediirfen einer 
entsprechenden Vereinbarung zwischen Autor, Herausgeber und Verlag. 

Fotokopien: Aufgrund des zwischen dem Bérsenverein des Deutschen Buchhandels e. V. und dem Bundes- 
verband der Deutschen Industrie abgeschlossenen Rahmenabkommens ist jedoch die Anfertigung fotomechanischer 
Kopien eines Beitrages gewerblichen Unternehmen fiir den innerbetrieblichen Gebrauch gestattet, sofern der Her- 
steller oder Benutzer jede Seite dieser Kopie mit einer Gebiithren-Wertmarke im Betrag von DM 0,30 kenntlich 
macht. (Diese Marken sind zu beziehen vom Bérsenverein des Deutschen Buchhandels e. V. (Inkasso-Stelle) 
Frankfurt/M., GroBer Hirschgraben 17/19. Dey Verlag léPt diese Betvdge den Autorenverbainden zuflieBen. Die 
Verpflichtung zur Verwendung von Gebiihren-Wertmarken entfallt, falls der Hersteller von Kopien mit dem 
Springer-Verlag ein Pauschalabkommen iiber die Kopie-Gebiihren-Entrichtung vereinbart hat. 

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in dieser Zeitschrift be- 
rechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, da solche Namen im Sinne der Waren- 
zeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten waren und daher von jedermann benutzt werden 
diirften. 

Fiir die Abfassung der Arbeiten wird auf das vom Deutschen Normenausschu8B herausgegebene Heft ,,Ge- 
staltung technisch und wissenschaftlicher Veréffentlichungen‘‘ hingewiesen (Geschaftsstelle Berlin W 15, Uhland- 
str. 175), ebenso auf die Normblatter DIN 1304, Allgemeine Formelzeichen, und DIN 1302, Mathematische Zeichen. 
Es wird gebeten, an den Anfang jeder Abhandlung eine Ubersicht zu stellen, am Ende eine Zusammenfassung 
zu geben. Die Ubersicht soll den eiligen Leser tiber die Einteilung (den Gedankengang), die Zusammenfassung 
iiber die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit unterrichten. Am Schlu8 jedes Manuskriptes ist die vollstandige 
Anschrift des Verfassers anzugeben. Im Manuskript sind griechische Buchstaben rot, Frakturbuchstaben blau, 
geradstehende Buchstaben gelb zu unterstreichen. Die Vorlagen fiir Abbildungen sind auf besonderen Blattern 
erwiinscht und kénnen entweder in Reinzeichnungen oder in klar verstandlichen Handskizzen bestehen. Die 
Beschriftung, notfalls auch die Reinzeichnung nimmt der Verlag vor. 


Von jeder Arbeit werden zusammen 75 Sonderdrucke unentgeltlich geliefert. 


Manuskripte sind zu senden: 
Fiir die Gebiete: Grundlagen, Theorie, MeBtechnik, Schwachstromtechnik usw. an: Prof. Dr.-Ing. JOHANNES 
FISCHER, (17a) Karlsruhe i. Baden, SchirmerstraBe 6. é 
Fir die Gebiete: Starkstromtechnik, Energietibertragung, Hochspannungstechnik usw. an: Prof. Dr.-Ing. 
WERNER NURNBERG, (1) Berlin-Charlottenburg 2, Technische Universitat. 
Manuskripte, die bei dem unterzeichneten Verlag in Berlin oder Heidelberg eingehen, wird dieser sofort dem 
zustandigen Herausgeber tibermitteln. 


SPRINGER-VERLAG 
Berlin- Wilmersdorf Heidelberg 
Heidelberger Platz 3, Fernspr.: Sammel-Nr. 830301. Neuenheimer LandstraBe 28—30, Fernspr. 27901 


er > = = = = ~ 


Ingenieur-Mathematik 


Von Dr. ROBERT SAUER, 


Professor an der Technischen Hochschule Miinchen 


Erster Band: Differential- und Integralrechnung 
Mit 178 Abbildungen. VIII, 304 Seiten Gr.-8°. 1959. Ganzleinen DM 24,— 


ZUR INFORMATION 


Das Buch richtet sich an Studierende der Ingenieurwissenschaften und der Physik und gibt eine Ein- 
fiihrung in die Mathematik in einem Umfang, der etwa den beiden ersten Semestern der mathematischen 
Kursvorlesungen an den Technischen Hochschulen entspricht (Differential- und Integralrechnung 
samt Grundziigen der Vektorrechnung und der analytischen und Differentialgeometrie). Es wird durch- 
wegs versucht, die Begriffe und Methoden in einer Weise zu entwickeln, die der aufs Anschauliche ge- 
richteten Denkweise des Ingenieurs angemessen ist. Numerische und graphische Methoden nehmen 
einen verhaltnismaBig breiten Raum ein. Auch eine Einfiihrung in die Nomographie ist eingefiigt sowie 
ein Exkurs in die Getriebelehre. 
Ein spater folgender zweiter Band wird sich mit den Differentialgleichungen und der Funktionentheorie 
befassen. 
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Beitrag zur Theorie der Kapazititssonde 


Von 
MILAN Tuma, Prag 


Mit 7 Textabbildungen 


(Eingegangen am 12. Oktober 1959) 


Ubersicht. In der Arbeit wird ein Ersatzschema fiir die Methoden, die eine Kapazitatssonde zum Aus- 
messen des Hochspannungsfeldes verwenden, angegeben. Es werden weiter aus diesem Ersatzschema einige 
Bedingungen fiir die Messung abgeleitet, sowie eine Gleichung, die als MaB fiir die Genauigkeit der Methode | 
dienen kann. Am Ende werden einige von den bekannten Methoden der Genauigkeit nach gepriift. Die an- 
gefiihrten Ausdriicke und theoretischen Ergebnisse sind noch nicht experimentell bestatigt, und es ware daher 
winschenswert, eine derartige Bestatigung durchzufiihren. 


1. Einfiihrung 


Die neuzeitlichen Konstruktionen der elektroenergetischen Einrichtungen erfordern in 
immer steigendem Mafe genaue Kenntnisse der Spannungsverteilung in der Umgebung der 
entworfenen Apparate bzw. Maschinenteile. Die dazu erforderlichen Unterlagen kann man 
auf verschiedenen Wegen erhalten. Die Spannungsverteilung kann z. B. mathematisch be- 
rechnet werden; auf diesem Wege begegnet man aber oft sehr groBen Schwierigkeiten, da die 
untersuchten Gegenstande und Raume nicht eine einfache Form haben und meistenteils auch 
aus verschiedenen Dielektriken bestehen. 

Die mathematische Berechnung kann durch eine zeichnerische ersetzt werden (LEHMANN- 
sche Methode), die aber bei verwickelter Form der Gegenstande ebenfalls sehr umstandlich ist 
und deren Ergebnis durch die Prazision der Zeichnung bedingt wird. 

Eine geniigend genaue Untersuchung kann durch experimentale Methoden erreicht werden. 
Je nachdem ob nur qualitative, oder auch quantitative Angaben gebraucht werden, kann man 
die entsprechende Methode wahlen. 

Von den qualitativen Methoden ist die STROHHALMmethode die vielleicht bekannteste. Die 
quantitativen Methoden werden entweder direkt an dem zu messenden Gegenstand verwendet, 
oder an einem Model desselben, welches aber auch die Verhaltnisse im elektrischen Felde 
nachahmen mu8. Zu dieser Nachahmung verwendet man elektrolytische Trége, Widerstands- 
modele, elastische Membranen usw. Es werden hierdurch jedoch Fehler in die Messung ein- 
gefiihrt, die bei direkten Messungen nicht vorkommen kénnen. 

Bei direkten quantitativen Messungen kann man die STROHHALMmethode vor allem durch 
die GANTERTsche Methode, SCHWANGHAGENSche Methode, durch eine lose Glimmlampe oder 
Doppelnadel erganzen [2]. Quantitative Angaben sind auch mit der Glimmlampe allein 
erhaltlich. 

Eine ziemlich breite Verwendung findet auch die Kapazitatssonde in verschiedenen Aus- 
fiihrungen. Die Sonde besteht aus einem leitenden Kérper, welcher in das elektrische Feld 
eingefiihrt wird. Er bekommt in diesem Felde eine Ladung, die abhangig ist von dem Ver- 
haltnis zwischen Kapazitaten der Sonde zur Elektrode unter Spannung (Elektrode A) und zur 
Elektrode mit Nullpotential (Elektrode B-Erde). Besondere Vorteile bieten sich hier bei dem 
Ausmessen der Hochspannungsfelder in der Umgebung von Hochspannungsisolatoren und 
-durchfiihrungen, die man in denselben Bedingungen, in denen die Gegenstande tatsachlich 
arbeiten, ausmessen kann. 

Diese wichtige Gruppe der experimentalen Methoden wird weiter ausfiihrlicher behandelt 
und einzelne Methoden auch der Genauigkeit nach beurteilt. 
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2. Ersatzschema 


Das Ersatzschema fiir die Berechnung der Sondenspannung wird in Bild 1 darge- 
stellt. Es bedeutet C,, die Kapazitat zwischen Elektrode A und Zuleitung zum MeBinstru- 
ment; C5, ist die Kapazitat zwischen der Elektrode A und der Ableitung vom MeBinstrument; 
C,, die Kapazitat zwischen der Zuleitung zum MeBinstrument und Erde; C,, ist die Kapazitat 
zwischen der Ableitung und Erde. 8,2 ist die Impedanz des MeBinstrumentes, 8, ist die Im- 
pedanz der Spannungsquelle bei Kompensationsmessungen. Alle angefiihrten Kapazitaten 
andern sich in der Abhangigkeit von der Lage der Sonde im elektrischen Felde. Fiir das im 
Schema angefiihrte System gelten folgende Gleichungen: 


Sia = Bie + Vie, 
| Seat Vie = Vee + Bq 
| Pa Sea a. Se =71 oC. 
fi So. =joC,, U,, 
ns Opa a OC pealtlas 
Sea =10 Co, uy , (1) 
vie = Bie AU, { 
fata Tee Be 
| = — ie AN EU 
= = c= ts Ay he 
Bild 1. Ersatzschema der kompensierten Kapazitatssonde. Nie Wipe reals, 


Ul, = 8, 8; + U,. 


Diese Gleichungen liefern 12 Bedingungen fiir 13 Unbekannte 7 (S123 Oya} Sie Beas Vee) 
9,) Us Uy; Uy; UW; UW; U,; AN). Die eindeutige Lésung von diesem Gleichungssystem ist 
daher nicht méglich (es gibt unendlich viele Lésungen, welche diesem Gleichungssystem ent- 
sprechen), dagegen erméglicht uns dieses unvollkommene System linearer Gleichungen das 
Verhaltnis aller angefiihrten GréBen zu einer aus den, sonst beliebig gewahlten GréBen, zu 
bestimmen. Diese GréBe wird dann spater nach den Bediirfnissen des Rechnungsganges 


gewahlt. 
Aus dem Gleichungssystem (1) geht nach dem Ausscheiden aller Stréme: 


7oCy,U=7oC, Ut el, (2) 
f'6) Cag Ug ce oR AL=jo.C a, (3) 
12 q 
Ul, = Up + AU, | 
(4) 


UW, =U, F4uN,f 


Nach weiterer Vereinfachung : 


poCya(U, + Uy) =fo (GQ. + G.) y+ - , 
12 
- ; ; All ; C= (6) 
j © Cy, (My + Uy) 5 = 70 (Coe + Coa) Uy + oa ts 
und 

i ® Cia U = ] w (Ci. Tih Cia) Uy ai . ’ 

oe ae tele eana ere cattt (7) 

7 © Coq =] w (Cy, + Cy.) Wee a ee Bie 
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Stellt man das Verhdltnis aller Spannungen zu U fest und bezeichnet man 


AU u Y 
i Att ; a = ity: a == US Wr (8) 
dann geht aus den Gln. (6) und (7) 
; ; Au 
OC, =70(y,+C,.) + aa 
F ; ; tl Au (9) 
10C,,=74 0 (C,, + C,,) u, += 3, # one 
legt man (Gleichungssystem 1) 
ie Nneeeth, (10) 
dann ergeben sich folgende Ausdriicke: 
ji, = < SET eee Au Ree oa (11) 
z Cie + Cia Bie7 @ (Cre + Cra) ’ 
enn ee Cia 2 pee ae ee 
a Cye + Cia Seiae Bie7 @ (Cre + Cya) a (a2) 


Wenn die Sondenspannung dieselbe ist wie die im Punkt 2 der Zufiihrung, dann ist Ju = 0 
und 
: Up alte lig Uae (13) 


Aus den Gln. (2) und (3) geht: 
Cos ==1Cs, (14) 
asters ait) —wianeyeliyt= eel (15) 


Die Gln. (14) und (15) werden zur Bestimmung von u, dienen, was uns erlaubt einige 
Eigenschaften der Kompensationsquelle zu bestimmen. Es geht weiter hervor 


(ecu) s 1—u 
70 (Cae + Can) = 9 Cre — = B—, (16) 
uy, (i @ Cea + 7 @ Cee i =\= 7 @ Cea tae (17) 
q q 


Aus diesen Gleichungen kann man uj und aus dem Ausdruck 


Wu, =1— Uy, 
Demers ae so 
auch uy berechnen. Es gilt: 
u 
7 @ Coq + 3, 
' Og 
uy, = 7 a0 2 (18) 
[0 Cra j.O €o6 
3a 


7 © Cog + ——— 
uy = es = (19) 
7 @ Coq +7 W Cog + 
84 
Wenn die Bedingung (13) giltig ist — Impedanz 8,, gleich Null, oder Spannung 4u vernach- 


lassigbar —, kann man 


, Ug 
, 7 @ Coa + 
Cy Ba _ (20) 
Us Cpe liga 1—Uu 
2 le a. Cae q 
q 


20* 
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p 70 Cy, =] @ Caen (21) 
e 
—u 
{i}. Cay eae (22) 
Bq 
fiir die Konstante f’ gilt: 
‘ Cra Ug 2 
(ee 3) 
: Cra ! 7® Bq Cra ( 
Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (22) dann folgt: 
C u C lel 
Ce oe eee (24) 
\eoye hare Bs Cra pee, 7 @ Bq 
ee G ; 
mL Ore 1.2) Oates SSS Cy, al (25) 
Cia Cy 
Cet Ca. Coa 
u, Lee Cece | oa (at O80 76 (26) 
Die letzte Gleichung liefert fiir u,: 
Coa Cia 
2 
u,= CG pa t— sh 7 160 a, lev ep Cre Ce ae om ( 7) 
und nach einigen Vereinfachungen des Ausdruckes in der Klammer bekommt man: 
Cy Coe Cra— Cra 4] 
a ; 28 
ca ata: tio 8,| Gat Cue ( ) 
Cee Coa 
t= a + jo 8, (29) 
3 Cre st Cia a fe cx. 
Cia Cre 
Coe __ Cra 
: C Cc 
= Uy oe a ye eis: ee (30) 
—— ++ —— 
Cia Cre 


Der Zahler dieses Bruches ist eine einfache dimensionslose Zahl. An deren Stelle kann man 
eine neue Veranderliche & einfiihren, die sich in Abhangigkeit von den einzelnen Kapazitaten 
andert. Der Kehrwert des Nenners stellt eine Kapazitat dar, die durch die Serienschaltung 
der Kapazitaten C,, und C,, entstehen wiirde. Diese Kapazitat bezeichnen wir C. Es ist also 


ace eae (33) 
Cla Cae 
Coe Coa)’ 
[aaa se 
Die letzten zwei Ausdriicke eingesetzt in Gl. (30) liefern dann 
U=W+7oB, RC. (33) 


Die elektromotorische Kraft der Quelle u, gleicht der Spannung 1, nur dann, wenn k = o. 
Wenn k #0 dann ist zwischen der Spannung u, und u, eine Differenz, gleich dem Spannungs- 
abfall an der Impedanz 8, der Spannungsquelle, welche den Ladungsstrom der Kapazitat k C 
liefert: Die elektromotorische Kraft der Spannungsquelle ist gleich 1. 

Da die Konstante # nicht identisch Null gleicht, ist auch die Spannung u, von u, meisten- 
teils verschieden. Der Spannungsabfall an der Impedanz der Spannungsquelle samt Zuleitung 
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beeinfluBt die Resultate, wenn das Instrument nicht direkt an die Sonde eingeschaltet wird. 
Weiter geht aus Gl. (33) hervor, daB die Spannungsquelle nicht nur spannungsmaBig, sondern 
auch phasenmaBig regulierbar gemacht werden muB. Den Umfang der Phasenregulation kann 
man an Hand derselben Gleichung ebenfalls feststellen. Die direkt an der Sonde gemessene 
Spannung ist, wie weiter aus der Gleichung hervorgeht, abhangig nur vom Verhaltnisse der 
Kapazitaéten C,, und C,,, ebenso wie die Spannung u,, welche derart gemessen wird. 

Das in Bild 1 angefiihrte Schema ist allgemein giiltig fiir die Mehrzahl der Ausfiihrungen 
der Kapazitatssonde. Es sollen weiter einige von diesen Methoden naher betrachtet werden. 


3. Glimmlampe als Kapazitatssonde 


Fiir die Gliimmlampe als Kapazitatssonde gilt das angefiihrte Schema ohne jegliche Ver- 
anderung. Die Impedanz 3, ist entweder Kapazitaét (wenn die Spannung an der Glimmlampe 
niedriger ist als deren Ziindspannung) oder sie gleicht der Impedanz der brennenden Sdule 
(wenn die Spannung an der Glimmlampe gréBer ist als ihre Ziindspannung). Bei der aus- 
geléschten Glimmlampe ist die Spannung u,, welche mit einem MeBinstrument gemessen wird, 
gleich: 

; Cia 1 
rite Cia t+ Cy, get + a Sek (Cie + a Ale; (34) 
wie auch Gl. (12) anfiihrt. Der gemessene Wert u, weicht von dem gewiinschten Werte 1, 


um den Fehler 
uf 


Bie i @ w (oF + re) 


y= [r+ —|- du = ,- du (35) 
ab. 

Um diesen Fehler so weit wie méglich zu beschranken, ist es zweckm4Big, die Ziindspan- 
nung der Glimmlampe méglichst klein zu halten. Es ist dabei aber nétig, auch die Héhe der 
Gesamtspannung U zwischen den Elektroden A und E zu beriicksichtigen und eine gewisse 
Grenze nicht zu unterschreiten. Diese Grenze ist von den Regulationsstufen der Kompen- 
sationsquelle und der Ubereinstimmung des Spannungsverlaufes der Spannungen u, und 4, 
abhangig. Bei héheren Gesamtspannungen und gréBeren Unterschieden des Spannungsver- 
laufes muB die Ziindspannung der Glimmlampe auch entsprechend gr6Ber sein. 


Betrachtet man die Impedanz 8). als kapazitiv, was bei der ausgeléschten Glimmlampe 
der Fall ist, also 


1 


Br aie 


dann ist, wenn man wieder den Ausdruck in Klammer (Gl. (35)) als &, bezeichnet 


ere 


je 


6 
Cr¢ oS on (3 ) 


ebenfalls klein zu halten. Die Kapazitat Cy. soll demnach méglichst klein sein. Diesen Bedin- 
gungen entspricht eine Glimmlampe von ziemlicher Lange und mit Elektroden, welche mit 
zwei diinnen Drahtchen axial in den Glaskérper der Glimmlampe hineinragen. Durch den 
Abstand der Drahtchen la8t sich dann die Ziindspannung einstellen. 


Eine ahnliche Anordnung wurde von SCHERING und RASKE fiir die Messung der Spannungs- 
verteilung an Isolatoroberflachen verwendet. Das von SCHERING und RASKE angegebene 
Schema ist wohlbekannt (Bild 2. [1]). Neuerlich wurde ein ahnliches Schema zum Ausmessen 
der Raumlichen Spannungsverteilung in der Umgebung von Hochspannungsisolatoren und 
-durchfiihrungen von uns verwendet ([5]; [4]). Dieses Schema ist in Bild 3 angefithrt. Es 
bedeutet hier 7, Hochspannungstransformator fiir die Sonde; als Spannungsquelle dient hier 
eine Gruppe regelbarer Einphasentransformatoren T,. An die Hochspannungsklemme des 
Transformators T, werden die Sonde S und das elektrostatische Voltmeter V angeschlossen. 
Die Spannung von dem Hochspannungstransformator T; wird dem Isolator I zugefiihrt. Die 
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Verteilung der Spannung an der Oberflache kann entweder direkt, oder durch Extrapolation 
der Niveauflichen zur Isolatorenoberflache festgestellt werden. 

Diese Methode erlaubt Messungen bei beliebig hoher Spannung, wenn eine entsprechende 
Glimmlampe gewahlt wird und wenn der Spannungsverlauf der Spannungen uy und u, gut 
iibereinstimmt. 


R; 


Th 


Bild 2. Messung der Spannungsverteilung Bild 3. Messung der raumlichen Spannungsverteilung 
an Isolatoroberflichen mittels einer Glimmlampe. mittels einer Glimmlampe. 


Wenn man annimmt, daB bei der verwendeten Glimmlampe die Ziindspannung U, etwa 
120 V betragt und die dem Isolator zugefiihrte Spannung U gleich 10000 V, kann man sofort 
Au berechnen. Es ist: 


120 
Ata == 0012 =e an 
10000 


Fiir die Kapazitaten kann man folgendes annehmen: 
Ci, kann abgemessen werden und betragt z. B. 1,2-10 ? F. 


Cy. + C,, wird durch einen ungiinstigeren Wert ersetzt, der gleicht dem von C,,. Diese 
Kapazitat kann als Kapazitat einer leitenden Kugel im unendlichen Raume berechnet werden. 
Da die wirkliche Kapazitat durch endliche Abstande gegen Erde etwas gréBer wird, ist der 
berechnete Wert, den man an Stelle von C,, + C,, einsetzt, bestimmt kleiner als die ersetzte 
Summe, was dann zu gréBeren Werten fiir Ff, fiihrt. 

Die Kapazitat C,, ist dann 


€o & 


aa 9: 1oll 
und fiir 7 = 0,86 cm (37) 
Ci, == 0,905 1074 be 


Vernachlassigt man die Kapazitat C,, wie oben erwahnt, kann man setzen 


Cia =f Cy. = 0,95 LAOS ie } 


und fiir den Fehler u, gilt 


® 
uy, = (1 opeeee ) au = (1 ae wa) -0,012:== 0,0271 = 2719, (39) 


oder in Volt ausgedriickt 
U, = 0,0271- 104 = 271 V. (40) 
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Die Genauigkeit einzelner Messungen schwankt in den Grenzen + 2,794. Wenn man die 
Spannung beim Ansprechen der Glimmlampe in jedem Punkte in beiden Richtungen (nach 
oben sowie nach unten) vom Ruhezustand miBt, kann man aus dem Mittelwerte eine genauere 
Angabe erhalten. Der Fehler liegt dann tief unter dem angegebenen Wert von + 2,7%. 


4. Kapazitatssondenmessung nach DrREwNowskI 


Das Ersatzschema fiir diese Methode ist in Bild 4 dargestellt. Was die elektrischen Eigen- 
schaften anbetrifft, kann man dieses Schema wieder an das in Bild 1 angefiihrte zuriickfiihren. 
Auch in diesem Falle sind die Gleichungen, die fiir das allgemeine Schema abgeleitet worden 
sind, ohne weiteres giiltig. 


IR 


Bild 4. Messung der Spannungsverteilung nach DREWNOWSKI. 


Fiir die Impedanz 8). ist hier 
teh te By irs) 


Faye tammee: coe ae ae ——' 1 
Sie jm (Cg + C.) —w? Ry (Cy Cy + Cg Cy + Ca Cs) (4 ) 
wo C, Kapazitat der Zuleitung zum MeBinstrument gegen die Abschirmung ist. Wenn man 
annimmt, da8 im Ausdruck 38 zuerst R, — oo dann ist 


lim 3i2= — eR (42) 


In diesem Falle ist der Wert f, frequenzunabhangig, was er auch sein soll. 
Die Konduktivitat 9), ist dann 
‘ 7 @ Cy, Cy 
Die 7 oO Co Fee eee 
Sie hangt also von der Kapazitat C, ab, die man nicht einfach beeinflussen kann. Parallel 
zu dieser Kapazitat sind zwei andere C, und C, in Serienschaltung. Den Ausdruck fiir k, kann 


man auch in Form 


(43) 


Anas ee 
Vig 70 (Cya + Cy.) (44) 
schreiben, oder mit Hilfe von Gl. (43) auch 
C Cg CS 
k pa | s ai avb . 
os Cia t Crp r (Ca + Cs) (Cre + Cya) 


Das zweite Glied ist von der Ausfiihrung der Abschirmung abhangig. Wenn man annimmt, 
daB die Zuleitung aus einem abgeschirmten Kabel besteht, dessen Leiter einen Radius von 
etwa 0,5 mm hat und dessen Abschirmung an einem Radius 7, = 5 mm angebracht wird, dann 
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ist fiir eine Zuleitung der Lange / = 4000 mm und fiir die Dielektrizitatskonstante des Kabel- 
materiales e = 3 die Kapazitat C, 


2 EE, I 29+3°-4° 10s (8,855 = 
Cle ewe = 277,9:10 8 F . (45) 
Ss Yo 2,41 
In — 
ual 


Nehmen wir weiter an, daB die anderen Kapazitaten dieselben bleiben wie im Abschn. 3., also 
. Gig Ci a0, 05.1008 Be 


Das zweite Glied ist dann 
G 297,06 10722 
Dee 3 = 202. 
Cia aie (On; 0,95 ° 107 


Die Werte C, und C, kénnen sich in breitem Umfang andern, doch gibt es einige Beschran- 
kungen, denen diese Kapazitaten gentigen sollen. Die Kapazitat C, muB so gro8 sein, damit man 
den Widerstand R, als sehr groB vernachlassigen kann. Wenn dies nicht méglich ware, wiirde 
die Funktion des kapazitiven Spannungsteilers unrichtig, wegen zu starker frequenzabhangig- 
keit des Gitterkreises. Nehmen wir an, daB dieser Widerstand nur durch den inneren Wider- 
stand der Réhre gebildet wird. Dieser ist gewéhnlich gleich einigen MQ. Die Impedanz der 
Kapazitat C, sollte ungefahr 20—5omal kleiner als der Widerstand R, sein, es soll demnach 
gelten 


il 
LZ, Sine 100 kQ; (46) 


in diesem Falle liegt der Spannungsfehler am Spannungsteiler in Grenzen 5—2% fir die 
Netzfrequenz. Fiir die Kapazitat C, ergibt sich dann 


1 


ho Bis Or i= 8h Ome (tke 


Cite 314 + 10° 


Nehmen wir zuerst an, daB C, = C,. Dann gilt fiir das dritte Glied 


Ca 1,59 ° 108 
-_— . 4 —— 
2 Cy (Che ar Gr ine 6 195+ 107 fo oers = 1,677 10 16770 ‘ (47) 
Weiter nehmen wir an, daB C, = C,- 1074, dann ist 
Cr Cy Ci. 1074 31.5% aaie , 
(Ca + Ce) (Cre + Cie) ~~ 1,0001 Cei(Crg ait ala) ~~ 1,0001 - O)953 107 3534 - (4 ) 


Nun kann man den Wert von k, beurteilen, indem man alle die erhaltenen Glieder summiert. 
Es ist demnach 

k, = 1+ 292 + 16770 = 17063, 

k, = 1-+ 202 + 3,34 = 206,3°. 


Der Wert k, hat sich im Vergleich zu dem in Abschn. 3 erhaltenen Zahl erhéht. Natiirlich 
ist nicht nur die Hohe von k, selbst maBgebend fiir die Genauigkeit der Messung, sondern 
auch Au hat eine groBe Bedeutung. 

Um diesen Wert zu beurteilen, mu8 man vor allem die Abhangigkeit der Spannung u,,, 
die dem Gitter zugefiihrt wird, von der Spannung Au kennen, welche die Uncen pundlcnker 
der Methode kennzeichnet. Die Relation zwischen diesen Werten wird durch die Gleichung 


= 3140 7 w;Cq Rp 
‘ +70; Ry (Ca + Cy) +1 (49) 


gegeben. 


Wenn nun R, wieder sehr groB gegen - “= ist, dann gilt 
OR) 


Cg 
1 ee Al CpG (50) 


ah 
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wie es auch bei einem kapazitiven Spannungsteiler zu erwarten ist. Mit der Wechselspannung 
u,, am Gitter andert sich auch die Hoéhe des Gleichstromes im Anodenkreis der Triode und das 
Galvanometer zeigt einen von Gittervorspannung abhangigen Ausschlag. Dieser Ausschlag 
wird gleich Null, wenn das Signal, das an die Gitter zugefiihrt wird, gentigend klein ist. Der 
Strom, der dabei doch im Anodenkreis entsteht, mu8 dann unter der Empfindlichkeitsgrenze 
des Galvanometers liegen. Diesen Strom bezeichnen wir als 48; aus den Kennlinien der ver- 
wendeten Roéhre kann man einen Wert u,, ablesen, der dem Strome AY im Anodenkreise 
entspricht. Diesen Wert kann man dann in Gl. (50) einsetzen und dadurch den Wert Au genau 
feststellen. 


ey, sags ae Ca 
Au = U,,, C; == 4, (3 oe 2] : (51) 
Fir den Fehler u, ergibt sich dann 
Ox Cr, o 
— eee | He . 
"4 p eee eaecaicecs en (52) 
und endlich 
as ees ( Cp Sra 
Wy ae U,, ( ar Gan + =| G =) Cr, ae Gal : (53) 
Der Fehler kann demzufolge nicht iiber 
u, = U,, + 33800 
liegen; nehmen wir an, daB u,, = 107* V ist und setzen wir diesen Wert in diese Gleichung ein. 
Dann ist 
Ue 338) V (54) 


Dieser Wert liegt auch ziemlich nahe dem in Abschn. 3 berechneten. - 

Die Genauigkeit der Messung ist also von der Charakteristik der Triode, von der Empfind- 
lichkeit des Galvanometers, von den benutzten Kapazitaéten C, und C, und besonders von der 
Kapazitat C, abhangig. Diese Methode erméglicht ebenfalls die Messungen bei beliebig hoher 
Spannung, durch ein einfaches Austauschen der Kapazitat C,. Nachteile dieser Methode sind 
zu groBe Kapazitaten C,, und C,, die aus der Kompensationsquelle geladen werden miissen 
und dadurch eine groBere Leistung der Kompensationstransformatoren bedingen. Die erhéhten 
Kapazitaten werden durch die notwendige Abschirmung der Zuleitungen und der MeBappa- 
ratur hervorgerufen. 

Was den berechneten Wert 338 V anbetrifft, ist es ebenso wie mit dem Werte 271 V, der 
im Abschn. 3. berechnet wurde; es gilt auch hier, daB diese Empfindlichkeit bis zu einer 
gewissen Spannungsgrenze bei gutem Ubereinstimmen des Spannungsverlaufes der Span- 
nungen u, und u, ausgeniitzt werden kann; iiber gewisse Grenzen hinaus miBte der Wert 
338 V erhéht werden, damit man den Ausschlag des Galvanometers annullieren kann. Diese 
Erhohung ist dann auch ohne weiteres méglich, indem man die Kapazitat C, entsprechend 
erhoht. 


5. Kugelfunkenstrecke als MeBinstrument 


Das Schema fiir die Methode, welche die Kugelfunkenstrecke als MeBinstrument ver- 
wendet, wird in Bild 5 angefiihrt. Auch hier kann man das Resultat der Gl. (12) beniitzen und 
fiir die Spannung u, den Ausdruck 

, Cia 1 
life qf at - —— 
Cla + Cye } Bie 7 © (Ce + Cra) 


Au (55) 


setzen. Die Impedanz Z,, ist hier zwischen beide Kugeln geschaltet. Im Vergleich zu C,, und 
Cj, ist sie viel gréBer, was dann selbstverstandlich auch die Resultate ungiinstig beeinfluBt. 
Wenn man bei der Messung die Kugeln auf einen bestimmten Abstand voneinander stellt, 
und diesen Abstand wahrend der Messung nicht andert, kann man in Gl. (11) den Wert du 
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gleich der Ziindspannung der Kugelfunkenstrecke setzen. Bei geerdeter Kugel ist diese 
Spannung aber gleichzeitig die gemessene Spannung uj. Gl. (11) andert sich deswegen in 


/ , = Cie 
Wy = Uy ey 1p Caney) 


, : I w Cie te Cia 4 Cy (56) 
ge poe Cye + Cia 1 
w=uU Cie 3Gt | 

1 Cyn + 2(Cre + Ga) 


und wenn 
Au, = uy, — Wy 


ist 

Conti G+ Gia Ge 1 fe 
Au, = u, |1 ———2 —*. iS tae oe ae ee ope ow (57) 

L 2(Cye + Cya) + Cre 2(Cye + Cia) + Cre pur 1e 1a 

Cre + Cyqg + Cie 
A 
Coa 
Bild 5. Messung der Spannung Sonde—Erde Bild 6. Messung der Spannung Sonde—Elektrode 
mit einer Kugelfunkenstrecke. mit einer Kugelfunkenstrecke. 
Da Cy > C,, + Cy, kann man fiir Au folgenden Ausdruck ableiten: 
Cie + Cia 
Att, = 1 E +é ‘ (58) 
, : ! Cig + Cig t+ Cie 


Wenn wir eine ahnliche Betrachtung fiir die Spannungsmessung gegen die zweite Elektrode 
anstellen (Bild 6) dann bekommen wir 


Cre + Cia 
Au —_ i 1é 2 | 
seal eMC ores ere 69) 
und ftir den Mittelwert ist 
Au, + Au, 1 Cit Cra | 
ic : oe = SS ee 60 
Au ~ y(t + 14) | Bo aes (60) 
und nach kleiner Vereinfachung 
u C u 1 
Aut = = ze ———— . 61 
2 Cet Caton 2, | Gat Ge (61) 
Cie 


Wenn man weiter annimmt, daB « = 100°% und driickt man Au entsprechend aus, dann ist: 


An (62) 


Um die Messung wenig zu beeinflussen, sollen die Kugeln woméglich klein sein; dagegen darf 
die Gesamtspannung nicht zu niedrig sein und desgleichen auch die an der Kugelfunkenstrecke 
gemessene Spannung. In diesem Falle sind die Kugeln der Funkenstrecke zu nahe zueinander, 
daher erhdht sich die Kapazitat C,,. Wenn diese Bedingungen nicht erfiillt sind, verzerrt der 
angestiegene Wert dieser Kapazitat die erhaltenen Resultate. 
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Sollte der Fehler Au kleiner als 10% gehalten werden, miiBte die Bedingung 


Cia Bs Cie 


bee . = 5, Cia + Cre 
‘12 


G Ay Cy,tG, =4Ce 
12 
beibehalten werden. 

Diese Bedingung ist meistens schwer zu erfiillen. Durch die VergréBerung der Kapazi- 
taten C,, und C,, wachst gleichzeitig die Stérung, die durch das Einfiithren der Sonde in das 
Feld hervorgerufen wird. Es ware auch nicht zweckmaBig in diesem Falle die Genauigkeit 
der Messung durch das Abschirmen oder Kriimmen der Zuleitungen in eine Potentialflache 
erhohen zu wollen. Der Fehler wird dadurch nicht kleiner, als der im Ausdruck (62) berechnete. 

Es bildet sich vielmehr die Méglichkeit das Ersatzschema im Bild 5 an das im Bild 1 an- 
gefthrte abzuandern. Dies ware durch Anwendung einer Kompensationsquelle méglich. Die 
in Abschn. 3 erwahnte Glimmlampe wird hier durch eine Kugel- oder Stabfunkenstrecke er- 
setzt. Die Funkenstrecke kann an einen beliebigen Abstand eingestellt werden. Diesem Ab- 
stand entspricht eine Spannung, die auch dem Aw gleich und daher auch fiir den Fehler uw, 
maBgebend ist. Ein entsprechendes Schema wird in Bild 7 vorgeschlagen. Ahnlich wie bei der 
Methode nach DREWNowskKI soll die Leitung zwischen der Kapazitaétssonde S und Kugel 1 
der Kugelfunkenstrecke isoliert und abgeschirmt werden. Das Potential der Abschirmung 
soll das gleiche sein wie das der Kapazitatssonde K. Das kann durch eine leitende Verbindung 
der Abschirmung mit der Kompensationsspannungsquelle erreicht werden; ahnlich wie bei 
der Methode im Abschn. 4 kann der gesamte Ladungsstrom 
fiir die Zuleitung nicht von der Kapazitatssonde geliefert 
werden, ohne da’ dadurch die Genauigkeit der Messung 
beeintrachtigt wiirde. Die Leistung der Kompensationsquelle 
mu8 dementsprechend héher gewahlt werden. Die gesamte 
Apparatur muB dann 4hnlich wie bei der Methode im 
Abschn. 4 in einen FarapAyschen Kafig gesetzt werden. 

Bei dieser Ausfithrung gilt fiir den Fehler «, ahnlich wie 
vorher 


1 [1 + 


1 
70 Bra (Cre + Cra) 
dabei besteht die Impedanz 8). aus parallel geschalteten 
Kapazitaten C, und Cj. Fiir die Leitfahigkeit 9), gilt demnach 


Yio=7~ (C24 C,) (64) ala 


und fiir den Fehler Uy 


Au, (63) 


Tala 


7 (Cie + Cia) 


IR 


Bild 7. Messung der Spannungsverteilung 
mit abgeschirmter Kugelfunkenstrecke, 


Cre “40 Cs 
1 aor 
Cre str Cia Cie aie Cya| 


U;, = 


Au. (65) 


Wenn man fiir die Kugelfunkenstrecke kleine Kugeln mit einem Durchmesser von 2,5 cm 
verwendet, ist bei einem Abstand / = 0,1 mm der beiden Kugeln die Durchschlagspannung 
etwa 995 V. Nehmen wir an, daB C,, + C,, der Kapazitat einer Kugel vom Radius 7 = 1,25cm 
gleich ist (Cj, + Cy, = 1,38- 10°F); die Kapazitat C, soll denselben Wert haben (277,9 
<x 1072 F) wie vorher. Dann ist 

Cs 
Cie t Cra 
Die Kapazitat C,,. 1aBt sich ungefahr berechnen und betragt 
Gig 22.2570: 210 2; 
dann ist fiir das zweite Glied der Gleichung 


== 157,05 


Cy 277, Onl Omee 


= oa = 2,91 
Cie + Cia 0,95 + 10-12 9 


und der Fehler ist dann 
u, = [1 + 2,91 + 157,8] - du = 161,71 + 995 = 160000 V . (66) 
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Dieser Wert ist viel gréBer als der in Abschn. 3 und 4 berechnete; demnach ist diese Methode 
nur bei sehr hohen Spannungen verwendbar. Bei niedrigeren Spannungen wird die Streuung, 
die durch den zu hohen Wert der Kapazitat C, verursacht wird, viel zu groB sein. Die Genauig- 
keit der Messung kénnte entweder einigermaBen durch Anderung der Abschirmung erhéht 
werden oder noch mehr durch vollkommene Beseitigung derselben. In diesem Falle miiBte 
jedoch die Zuleitung in eine Niveauflache gekriimmt werden. 


6. Zusammenfassung 


Samtliche Kapazitatssondenmessungen lassen sich auf das in Bild 1 angefiihrte Schema 
zurtickfiihren. Dieses Schema kann dann noch vereinfacht werden, wenn man die Kompen- 
sationsquelle weglaBt, oder wenn man einige Kapazitaéten kurzschlieBt; die Messung verliert 
dann aber an Genauigkeit. 

Fiir das Ausmessen der elektrostatischen Hochspannungsfelder werden alle drei angefiihrten 
Methoden verwendet. Besonders gut eignet sich die im Abschn. 3 angefiihrte Methode, weil 
sie mit kleinem Aufwand verbunden ist und ihre Genauigkeit bei einer passend gewahlten 
Glimmlampe ausreichend groB ist. Die Genauigkeit ist durch die Abwesenheit der Kapazitat 
C, bedingt, welche bei abgeschirmter Zuleitung zum MeBinstrument bei allen anderen Kapa- 
zitatssondenmessungen viel in das Gewicht fallt. Die Vergleichsmessungen die mit dieser 
Methode durchgefiihrt worden sind, ergaben einen mittleren Fehler von + 1,5%. 

Bei der Methode nach DREWNowWSKI ist eine viel gréBere Kompensationsquelle nétig und 
auch die Genauigkeit der Methode erreicht nicht die der Glimmlampe. Wie schon oben er- 
wahnt, l4Bt sich der, bei der Glimmlampe berechnete Fehler beseitigen, indem man die 
Messung in jedem Punkte zweimal wiederholt, so daB man einmal den Wert 


Wo= uy + E na eT , Au 


und das anderemal den Wert 


= uy — 2 eee or —| Au 
feststellt. Der Mittelwert dieser zwei Messungen gibt dann, wie schon oben erwahnt, eine 
ziemlich genaue Angabe iiber die gemessene Spannung. 

Bei der Methode nach DREWNowsKI ist dieses doppelte Messen nicht méglich, da man die 
Empfindlichkeitsgrenze des Galvanometers nicht ganz genau feststellen kann, und deswegen 
jeden Wert, der innerhalb der Unempfindlichkeitsgrenze liegt, ohne ihn irgendwie nachpriifen 
zu kénnen, als ein vollwertiges Resultat annehmen muB. Der Fehler schwankt also hier in 
den berechneten Grenzen. 

Ein anderer Nachteil der Methode von Drewnowsk!I ist auch die Notwendigkeit eines 
FaraADAyschen Kafigs, was auch der Nachteil der Methode mit Kugelfunkenstrecke ist. 
Dieser Nachteil fallt bei niedrigeren Spannungen weniger in Betracht. 

Alle angefiihrten Methoden sind fiir das Messen der Hochspannungsfelder geeignet. Fiir 
genaue Messungen eignet sich besonders die Methode mit der Glimmlampe (Abschn. 3), 
weniger genau ist die Methode nach DREwnowskI. Die Kugelfunkenstreckenmethode eignet 
sich nur fiir informative Messungen, oder fiir Messungen mit sehr hohen Spannungen. 


Literatur 


[1] SCHERING-RASKE: Zur Messung der Spannungsverteilung an Isolatoroberflachen. ETZ 1935, S. 75. 

[2] Marutas, A.: Das elektrische Feld in der Umgebung von Isolatoren und seine Untersuchung in der Praxis. 
Elektrizitatswirtsch. 1927, S. 531. 

[3] DREwnowsk1, K.: Etude expérimental des champs électriques a haute tension. Congr. Internat. 
d’Electricité 2¢ Section rap. 24, Paris 1932. 

[4] Ttma-Hon: VySet¥enf elektrického pole v okoli isolatort vn. Elektrotechnicky Obzor 1958, S. 449. 

[5] TUma-Hon: Methody vySet¥ovani lees pole v okoliisolatorih a prichodek vvn. Konference 
elektrotechnické fakulty CVUT, Praha 195: 


Ing. Miran Ttma, Praha 4, Lopatecka 5 


ee 4 ’ 
oe deen W. ScuuisKy: KurzschluBdrehmomente bei der Synchronmaschine 801 


e 


KurzschluBdrehmomente bei der Synchronmaschine 
Von 
W. Scuuisky, Vasteras 
Mit 9 Textabbildungen 


(Eingegangen am 22. Februar 1960) 


Ubersicht. Die KurzschluGerscheinungen bei den Synchronmaschinen sind bereits in vielen Veréffent- 
lichungen ausfithrlich behandelt worden. Besonders in den USA hat man diese Untersuchungen an Hand 
der Zweiachsentheorie sehr weit getrieben. Im nachfolgenden werden die KurzschluBerscheinungen mit Hilfe 
der Drehfeldtheorie und von Stromvektordiagrammen untersucht. Diese Behandlungsweise zeichnet sich 
durch tbersichtliche und anschauliche Darstellung aus und fiihrt zu denselben Ergebnissen wie die Zwei- 
achsentheorie. 


1. KurzschluBstrome 


Der KurzschluBstrom in der Standerwicklung der Synchronmaschine ist bei ungiinstigem 
Schaltaugenblick durch die folgende Gleichung gegeben: 


i 2 Tx Fae One ge tTa| Cos Wjt— Jee 76 = J, e— "© cos2 o,t| : (1) 
Hier ist 
lE ore Uy, Uy, 
SS = = = = 2 
Ix )2 (Gi se om) WA wy Xq  X4(1 + O) (2) 
der DauerkurzschluBstrom, 
, JK Xn 
Tr G@ +4,) x" (3a) 
der transitorische Anteil und 
ies a Jk Xn 1 z 
Ix a fee 0; xX” —3] (4) 


der subtransitorische Anteil der Wechselstromkomponente des Sto8kurzschluBstromes. Diese 
Anteile werden durch die charakteristischen Reaktanzen bestimmt. Die Reaktanz X’ nennt 
man die Ubergangsreaktanz (transitorische Reaktanz) und ihre GréBe betragt 


X,o , 
X= wy K+ X50. (5) 
Die Reaktanz 
X4G, XoqXs 
ra LENT 20 -*30 
XG — ee Xig t ee eee (6) 


nennt man die StoBreaktanz (subtransitorische Reaktanz). Gl. (3) fiir den transitorischen 
Anteil des Stromes ist unter gewissen Vereinfachungen abgeleitet worden und ist deshalb als 
angenahert anzusehen. Aus der Zweiachsentheorie erhalt man diesen Stromanteil zu 
' Jk Xh : ut 
(= eee a 


(3b) 


Der Unterschied zwischen Gl. (3a) und (3b) ist praktisch gering. Dazu kommt noch, daB fiir 
die Reaktanzen X’ und X” angendherte Ausdriicke nach den Gl. (5) und (6) verwendet werden. 
Beim KurzschluB fallt die Achse des Standerstrombelages mit der Langsachse der Laufer- 
wicklung zusammen. Fiir die Reaktanzen kommen deshalb die Werte der Langsachse, d. h. 
Xj, und Xj, in Frage. 
Die Gleichstromkomponente des Stromes ist 
—_ SIKX: 


dhs a xX” : (7) 
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Fiir diese gilt jedoch wegen der Rotation des Liaufers gegeniiber dem stehenden Feld die 


Ersatzreaktanz 

a ede oe? 
a & ad « qd 
aan (8) 


— XE + XG 


rry 
ve 


Der Strom J, der doppelten Frequenz entsteht durch die Unsymmetrie in der Lauferwicklung 
und seine GroBe betragt 


fea, 1 
if a 2 xe x cs (9) 


q 


Die Zeitkonstanten 7), 7% und T, werden aus den Widerstanden und Reaktanzen berechnet. 
Es gilt meistens T) < T, < Tj. 

Je nachdem, welcher Zeitabschnitt untersucht werden soll, verwendet man fiir den Strom 
verschiedene vereinfachte Ausdriicke. 

Fiir die ersten drei Perioden nach dem Kurzschlu8, die wir als StoBzeit oder subtransitori- 
sche Zeit bezeichnen wollen, kann man das Erléschen des transitorischen Stromanteils ver- 
nachlassigen und lediglich die Anderung des subtransitorischen Stromanteils sowie der Gleich- 
stromkomponente in Betracht ziehen. Man kann noch einen Schritt weiter gehen und fiir die 
gesamte Wechselstromkomponente J,, nur eine Zeitkonstante (Tj/(1 —«)) wahlen, die das 
Erléschen des Wechselstromes mehr oder weniger genau nachbildet [« = Jx/(Jx + Jx)]. 

Fiir die darauf folgende Zeit von etwa zehn Perioden, die sogenannte Ubergangszeit, 
kann man annehmen, daB der transitorische Teil des Wechselstromes bereits verschwunden ist. 

Im weiteren Verlauf verschwindet auch die Gleichstromkomponente und man erhalt den 
Strom zu 


i, V2 (Txtody eo] cos wt. : (10) 


Bei der Untersuchung der grundsatzlichen Vorgange sowie bei praktischen Berechnungen 
geniigt es oft, die beiden Lauferwicklungen als eine symmetrische Wicklung aufzufassen. 
Widerstand und Streureaktanz dieser symmetrischen Wicklung berechnet man aus den Werten 
der Langs- und der Querachse nach Gl. (8). Wir bezeichnen sie mit Rk, und X,, und den Effek- 
tivwert des Stromes mit Jy. Ist keine Wicklung in der Querachse vorhanden und sind die Pole 
aus Blechen hergestellt, so wird 

Reg = Xoqq = © (11a) 
und 
R,=2R, bzw. X,,=2Xop. (11b) 


In diesem Falle entsteht Strom der doppelten Frequenz, der nicht mehr vernachlassigt werden 
darf. In der Regel ist aber eine Querwicklung auf dem Laufer vorhanden, entweder als K4fig- 
Dampferwicklung oder als die massiven Teile des Lauferkérpers, in denen ein Strom zustande- 
kommt. Setzt man in den Gl. (11) zuerst R; = oo und dann o,= o, so erhalt man mito =, 


V2J« ont Ssoerree 
i= le °6° —(1— o)e W' gi! _ ge ont| (12a) 
und 
seer —iv; 
, /2 K — 0g! .—j(a,t + yr) —eoy* —1¥ Oe 
Ne Gig W@yb + Po Omni PV : 
2 o(1 ans ) E ere (12b) 


Die Dampfungskonstanten sind dabei 


Leh Seed pat @, I, 
a carat met ales Ta (13a) 
und 
1 ttn o, R, 
ON Ty oat en (13b) 


Wir haben bis jetzt den Strang der Maschine betrachtet, der beim Auftreten des Kurz- 
schlieBens den vollen LeerlauffluB umschlieBt. Es kann auch vorkommen, daB der Strang 
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der Standerwicklung beim Auftreten des Kurzschlusses keinen Magnetflu8 umfaBt. In diesem 
Falle fallt die Gleichstromkomponente beim Standerstrom weg. Der gréBte Wert des Stromes 
erreicht hierbei etwa die Halfte des Stromes im ersten Falle, d.h. nach Gl. (17a). Im Laufer 
wird beim allpoligen KurzschluB aber ein Wechselstrom entstehen, weil der Leerlaufflu8 durch 
die tibrigen Wicklungsstrange am Stander festgehalten wird. 


2. Drehmomente beim mehrphasigen KurzschluB der Synchromaschine 


a) Wechselmomente 


Das Wechselmoment entsteht durch die Zusammenwirkung zweier relativ gegeneinander 
bewegten Stromwellen. Bei dreiphasigem KurzschluB und symmetrischem Laufer sind dies 
die umlaufende Welle des Standers und die stehende Welle des Laufers sowie die umlaufende 
Welle des Laufers und die stehende Welle des Standers. Beim unsymmetrischen Laufer 


oe 


Bild 1. Verschiedene Kurzschltisse an der Dreiphasenmaschine: 
a dreiphasiger, b einphasig-zweistrangiger, c cinphasig-cinstrangiger KurzschluB. 


kommt noch die mit doppelter Frequenz umlaufende Welle hinzu. Diese bildet mit den 
bereits erwahnten umlaufenden Wellen einfacher Frequenz die Wechselmomente einfacher 
Frequenz und mit den stehenden Wellen die Wechselmomente zweifacher Frequenz. Um alle 
diese Momente zu berechnen, wollen wir zunachst die Ausdriicke fiir die Stander- und Laufer- 
stréme angeben. Dabei rechnen wir nur mit einer Zeitkonstante bei der Wechselstromkompo- 
nente, weil eine nachtragliche Beriicksichtigung der Spaltung dieses Stromes in zwei Teile 
(sub- und transitorischen) mit zwei Konstanten keine Schwierigkeiten bietet. Wir bezeichnen 
mit 


Xq—Xq 1 n W 
=p (1 RUD (14) 


den relativen Wert der Stromwelle doppelter Frequenz, bezogen auf den Wert der Wechsel- 
stromkomponente einfacher Frequenz. Der relative Wert der Gleichstromkomponente wird 
dann nach der Gl. (8) das (1 — o)fache. Fiir den Standerstrom kénnen wir dann 


Pode [( 


fig 7) wee: (4 —g) eg Tw git _— g gi Mat at ye lta geet] (15) 
schreiben. Der Lauferstrom war bereits durch Gl. (12b) gegeben. Wir vernachlassigen die fiir 
die Wechselmomente bedeutungslosen Winkel y, = y, = 0 und erganzen Gl. (1zb) mit dem 
Glied, das der Stromwelle doppelter Frequenz im Stander entspricht. Wenn die Amplitude 


dieser Stromwelle im Stander V2 Tx y/o ist, so muB die entsprechende Amplitude im Laufer 
wegen der Magnetisierung der Welle um den Betrag 1 + 9, gr6éBer sein, d. h. es ergibt sich 


(2 Jey (2 + o)/o = V2 Tx y [4 —9) (1 +0). 

Die Lauferwelle wollen wir raumlich betrachten. Gl. (12b) muB deshalb mit e’:‘ multipliziert 
werden. Wir geben fiir den Lauferstrom den auf die Standerwicklung umgerechneten Wert an. 
Will man dagegen den wirklichen Lauferstrom bestimmen, so muB man die ganze Gleichung 
mit dem Umrechnungsfaktor 3 w, €,/2 w,é, multiplizieren, was in Gl. (12b) durch den redu- 
zierten Wert des Kurzschlu8stromes zum Ausdruck gebracht ist. Mit allen diesen Bemer- 
kungen erhalten wir den Lauferstrom zu 

*. / 2IK 
o(1 + a5) 


by 


. a oO : ! : 
oho Y eG Ee peer ge! @,t - gl w,t ae ? eG gl 2 oe : (16) 
LSS 6i Li) i 01 | 
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Stander- und Lauferstrom sind mit ihren Komponenten in Bild 2 dargestellt. Die umlaufenden 
Wellen sind mit einem Pfeil versehen, die stillstehenden Wellen sind gestrichelt angegeben. 
Es ergeben sich insgesamt 6 Teilmomente der einfachen und 2 Teilmomente der doppelten 


ot 
VeKy “i cyt V2uK (1-0) “% . 
o & ape 
a + ; as 
Vek li-y) Te Ver 
2u,t i 
a, -th2at 
Ved Vive | 
b : (180: hts 0) Say. 11) enti GEA) 
VERE Wy Ve K(-pll-9) 7s 
Be P(e) at ofira,) © 


Bild 2. Stromdiagramm des Standers (a) und des Laufers (b) beim dreiphasigen KurzschluB 
einer Maschine mit unsymmetrischen Laufer. 


Frequenz, die wir jedoch nicht angeben wollen, sondern nur den resultierenden Wert des 
Wechselmomentes 


HT 
mLa Jk — tr 9 Si TigNae he Ate oe 
/ BSy SSS G a € Wis = S. 2 
My ae € rem a sin @,¢ + : Sin 2 Wt 
My 5 Ste Ne a Tae 
as G : W pee G t 
wie o+(1—o)eé sin 4 ve sin 2 @,#], (17) 


worin M,, das Nennmoment, bei der Belastung mit cos py = 1, und «4; der auf den Belastungs- 
widerstand U,/I,, bezogenen Wert der StoBreaktanz ist. Die Richtung der einzelnen Momente 
bestimmen wird durch das Bestreben der zusammengehorigen Stromvektoren, sich in einer 
Linie zu vereinigen. 

Beim symmetrischen Laufer (y = 0) verschwindet das Wechselmoment der doppelten 
Frequenz. 

Bei einer Wicklung auf dem Laufer (einachsiger Laufer) ist y = (1 — o)/2 und das Wechsel- 
moment wird 


AM bre cs = ; Os : 
M, =—— ¢ "6 (c—(1—o)e ‘IT w) sin wo, ——— e “"¢sin 2, t}. (18) 


Za 


xq 
Die hier vorkommende Zeitkonstante 7, ist von der Unsymmetrie im Laufer unabhangig. 
Man kann fiir diese den Wert T,, ~ Tj/(1 —«) setzen, wenn es sich nur um die ersten 2 bis 3 
Perioden handelt. Will man den ganzen Verlauf richtig verfolgen, so mu8 man 


/ YW 
e—tTy mw oe Ta + (1a) e "74 (19) 


setzen. Die Zeitkonstante 7, ist dagegen von der Unsymmetrie des Laufers abhangig, und 
zwar ist ihre GréBe 


zl i 7 xl E 
Xx 2G Xq —s TG, sym 


Ai Se eas wre i VN ma er he 
© @, Ry jy ©, RAGE X,) 1—y 


(20) 


Beim einachsigen Laufer ist sie ungefahr das zweifache des Wertes fiir den symmetrischen 
Laufer. Um den Héchstwert des Wechselmomentes beim symmetrischen Laufer zu bestimmen, 
nehmen wir an, da die ganze Wechselstromkomponente allmahlich verschwindet. Der Héchst- 
wert tritt nach ¢ = 7/2 w, auf und betragt 


nm ( 1 4 “) 1 1 4 1 
: 1 cae WC lonys fie 1 al asa: (7s A 
Muy. maz % —M,|>e 7%\Ta “Gi + |= ——p) e 7% \Ta Ta] |. (21) 


7, 
xq Xq NW 


—\ oe " J W Prt 53 
Fir x; = 0,175, 1g = 1,58, Tg = 0,048, Tg = 0,18 und « = 0,6 erhalt man 


1 1 
— 0,01 ( = ) 
0,04 0,1 


‘ 


M, 


0,175 


1 1 
—0;01 (=. oir =) 
0,6 € 1,5 0,1 


M y— 


W, max 


+0,4€ = — 4,7 M,. 


Die Abhangigkeit der Momentst6Be von der Zeit ist in Bild 3 sowohl fiir den dreiphasigen als 
auch fiir den spater behandelten einphasig-zweistrangigen KurzschluB gezeigt. 


A bs 


aie: wu 
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Als angenaherter Wert fiir den gr6Bten Momentsto8 kann man 


M,2 


W, max (he 2 at (22) 


annehmen. Die GréBe x findet man bei RICHTER, wobei jedoch zu beachten ist, daB RICHTER 
fiir die Streureaktanz nur die Standerstreureaktanz zu Grunde legt, wodurch seine Werte von 
x etwas niedriger werden als nach unserer Rechnung. Der erste Héchstwert ist negativ, d. h. 
bremsend, was auch durch Versuche bestatigt ist. 


6 


t at 
x id / ents t 
VAT Tg V7 (-o) Tv ie 
5 a ge ee - 
2a,t EY e ® Vek 
: ee ( xt ) 
ak Ww & 1+0, )(1-9, t 
| b lo(t+o,) S - hve eben 1 Vekve 'e hae 
3 ie A) 
ot wt zt 
VEK(-plr-0) . Te 
2 G(1+0;) é 
Bild 4. Wie Bild 2, jedoch unter Beriicksichtigung der Winkel y, und y,. 
1 
Bild 3 (links), Die Amplituden des Wechselmomentes, abhangig von der Zeit. 
0 0,02 0,04 0,06 008 040 042 s 044 Kurve 1 beim dreiphasigen, Kurve 2a und b beim einphasig-zweistrangigen 
a J y : ! KurzschluB. 


Das Wechselmoment besteht nach Gl. (21) aus zwei Komponenten, die mit verschiedenen 
Zeitkonstanten erléschen. Diese Zeitkonstanten sind wesentlich kleiner als die des Stromes. 
Das Wechselmoment verschwindet rascher als der Strom. Schon nach einigen Perioden nimmt 
das Wechselmoment den Wert 

Frag ae 
My ~ — we lr, rs) sin @, t (23) 


an. 
b) Gleichmoment 


AuBer den Wechselmomenten bilden sich im Luftspalt noch Gleichmomente, d. h. Momente 
mit unveranderlicher Richtung. Diese Momente werden oft als Bremsmomente bezeichnet. 
Sie werden durch Paare von Stromwellen gebildet, die mit gleicher Geschwindigkeit umlaufen 
bzw. dauernd stillstehen. Es sind insgesamt drei solcher Momente vorhanden. Das erste ent- 
steht durch ein mit synchroner Geschwindigkeit w, rotierendes Wellenpaar, das zweite durch 
ein mit doppelter Geschwindigkeit 2 @, umlaufendes Wellenpaar und das dritte durch ein 
stillstehendes Wellenpaar. Zu ihrer Berechnung darf man die Winkel y, bzw. y, nicht mehr 
vernachlassigen. Bild 4a und b geben uns die Stromvektoren fiir diesen Fall wieder. In diesem 
Bild ist eine kleine Vereinfachung eingefiihrt, wodurch die Bedingung, daB die Summe aller 
Stréme im Laufer fiir die Zeit t = o gleich dem Magnetisierungsstrom ist, nicht ganz erfiillt 
ist. Um diese Bedingung zu erfiillen, miissen verschiedene Stromvektoren unter Beibehaltung 
der Differenzwinkel y, und w, um einen kleinen Betrag verschoben werden. Da diese geringe 
Korrektion keinen Einflu8 auf das Bremsmoment hat, wollen wir darauf nicht weiter eingehen. 

Bilden wir die Produkte 0,5 m L, J, J, sin y fiir die bereits erwahnten drei Paare, so wird 
das resultierende Drehmoment unter Beachtung, daB sin y, » R,/X, bzw. sin yp. & Kyo R/X, 
{ t 2 2t 


hi 
aly? By, Rs TS 


MiGs (1 o) 3 o| R, = [1 fon y (2 0) | 2 | é xa : (24) 


MO, Dye Xo 


M 


Ci 


Die Streureaktanz x, ist gleich der StoBreaktanz xj. Der Faktor Ky, beriicksichtigt die Er- 
héhung der Verluste in den massiven Teilen. Er ist am kleinsten fiir das mitlaufende Feld 
(Ky © 1,0 bis 1,3) und am gréBten fiir das gegenlaufende Feld (Ky, » 2 bis 4). Von dem allge- 
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meinen Ausdruck (Gl. (24)) lassen sich mehrere praktisch wichtige Sonderfalle ableiten. Wir 
wollen zugleich eine kleine Vereinfachung vornehmen, die sehr anschauliche Ausdriicke liefert. 
Es ist namlich 

t t 


(1—o)e two Ae Ww. 


Fiir die Maschine mit symmetrischem Laufer (y = 0) erhalten wir 


2t 2t 
M Pa ayo Be = te 
M,* —— >a 7 ee e tw We (die Oke re (25) 


Das Gleichmoment bei der einachsigen Lauferwicklung (y & 0,5) wird 


2t 2t 
M Saas Ke te a ae 
Miao aie tw 4-H (1—o)e | (26) 
d 1 


LS baits ee (27) 


Das Verhaltnis der Widerstande in den Gl. (24) bis (26) kann man durch das Verhaltnis der 
Zeitkonstanten ersetzen. Es gilt namlich 

ee (28) 
Wahrend die Zeitkonstante JT eindeutig definiert ist, mtissen wir fiir die Zeitkonstante Ty 
verschiedene Werte einsetzen. Ist die Lauferwicklung symmetrisch, d. h. besteht sie aus zwei 
gleichen um go0° verschobenen Wicklungen, so wird Ty = Tj; (Ti = 0). In diesem Falle ist 
auch %, = «;. Fiir die einachsige Lauferwicklung ohne Dampferwicklung wird Ty ~ 2 T3. 
Dieses ist bereits in Gl. (26) beriicksichtigt. 


Ein allgemeiner Ausdruck fiir das Gleichmoment unter Beriicksichtigung der Aufteilung 
der Wechselstromkomponente in einen transitorischen und einen subtransitorischen Teil 1aBt 
sich sehr schwer aufstellen. Man mu8 namlich die Verluste in Erreger- und Dampferwicklung 
getrennt berechnen. Wir wollen deshalb auf die allgemeine Lésung verzichten und nur die 
praktisch wichtigen Sonderfalle betrachten, bei denen eine einfache Lésung méglich ist. In der 
Zeit unmittelbar nach dem KurzschluB (etwa 2 bis 3 Perioden) kann man annehmen, daB der 
transitorische Stromanteil unverdnderlich bleibt. Die Zeitkonstante des Wechselstromes sowie 
die Verluste in der Lauferwicklung bestimmen wir mit Hilfe einer fiktiven Zeitkonstante 


4 
Ty ei (29) 
die angenahert den ganzen Ablauf des Stromes wiedergibt. Das Bremsmoment wird 
M A eaiies 219) n= hare 
See aad é 7 Welt &) 46 ar 
M, & oTee Kin a+t(i1—a)e Ta] + — Ti (1—o)é o} ; (30) 


Der Grenzwert fiir Ky. ergibt sich dann, wenn der gesamte Lauferstrom in der Dampfer- 
wicklung flieBt. Es wird dann 


Kye (1 =o) = 4 Sind i ay (tr 


Fiir eine noch langere Zeit (bis etwa 5 Perioden) kann fiir die gesamte Wechselstromkompo- 


nente eine fiktive Zeitkonstante angenommen werden (vgl. Gl. (12a)) und man erhalt dann das 
Gleichmoment zu 


2t (1 —«) * L 
M My - ” Ky LG (tat 0) ee 
a ees ee C 4D y 7 Bf 

Ga v ee tae a ee Gale (31) 


0, 1g %4q 
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Fiir die Zeit nach Ablauf von 10 Perioden, wenn der subtransitorische Anteil der Wechselstrom- 
komponente und die Gleichstromkomponente bereits verschwunden sind, erhalt man das 
Gleichmoment zu 


t 12 t 
M Star M XG o(Xg— XG) =r 
Wl ry a G== (hopin ee LA|| = we ged aoe d Reema, Ty 
S o, Tg *4 ( ) 0, Tg 44 | Xa 1 x’ E ee) 


Pie 4 p= 0175 pepe 1575) 1 oto eh, = 18S, Tee 0,04ss Kyi = 1) Kwa = 2 0; 
= 314s und « = 0,6 ist der Verlauf des Bremsmomentes nach der Gl. (30) bis (32) berechnet 
und in Bild 5 durch die Kurven 1, 2 und 3 wiede:gegeben. Die Kurve 4 gibt das zu erwartende 
resultierende Moment wieder. 


0,6 


05 


0 0,02 004 0,06 0,08 00 0,2 014 s 0/6 


t¢—. 


Bild 5. Gleichmoment beim dreiphasigen Kurzschlu8, abhangig von der Zeit. 
Kurve 1 bis 3 Naherungswerte fiir verschiedene Zeitabschnitte, Kurve 4 der wahrscheinliche resultierende Verlauf. 


c) Bremsmoment 


Beim gedampften Wechselmoment ist der Mittelwert des Momentes wahrend der ganzen 
Periode nicht Null wie beim ungedampften Wechselmoment, sondern hat einen bestimmten 
Wert. Dieser fallt in der Richtung der ersten Halbwelle und ist beim KurzschluB deshalb 
bremsend. Seine GréBe erhalten wir nach der Gleichung 

27/0, 
on ee ali el at 


t 
1 pen hap fo) ge oy mere = a 
M;z= a Me 2° sin-@;t= oe ne Tle) My (33a) 


oO 


fiir die erste Periode und nach der Gleichung 


FRAN aca (1 Se le) a 


Mee ae, Sera oe (33b) 


fiir die zweite Periode. Dieses Bremsmoment erldscht mit der Zeitkonstante 


und wird durch die Gleichung 


ND hes =>. , Ths alls 1/0, Ty (35) 
wiedergegeben. Gl. (35) gilt fiir eine Maschine mit symmetrischem Laufer. Bei der Bestim- 
mung des Wechselmomentes haben wir in Bild 2 die Winkel y, und w, vernachlassigt. Das 
Wechselmoment beginnt deshalb mit dem Wert Null. Wir wollen jetzt zeigen, daB bei Bertick- 
sichtigung dieser Winkel (der Einfachheit halber setzen wir y, = y, = y) der Anfangswert 


Dm 
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des Pendelmomentes nicht mehr Null wird sondern dem Betrag nach gleich dem Brems- 
moment M, nach den Gl. (35) bzw. (25), aber entgegengerichtet. Nach Bild 4 wird namlich 


f 
Tw 


t 

My 27 

=—_ — = G 
My = € 


Ye 


o+(1—o)é 


5 2 oO 
sin @,t a GOS y t 


“~S 


mes Mga 
= My é be 4 sin wyt—— = s W COS @, Ft]. (36) 


Dies bedeutet, daB das Wechselmoment durch eine aus dem Anfangspunkt verschobene Sinus- 
kurve dargestellt wird. Der Anfangswert ist 


~ 2—6 ~ 2—6 


M,=My—,_ ¥ = My o, 1 (37) 
5 A Tc Tw Te T¢ Tw 
Dieser Wert erléscht mit der Zeitkonstante T, = pce SS ae Setzt man 
diese Zeitkonstante in Gl. (35) ein, erhalt man 
My yt 2 My 8 
ee w, T/2 + 2/0,T Gy lint (38) 
SchlieBlich erhalt man aus Gl. (37) mit T = Tg = Ty den Anfangswert zu 
My (2 —0) 
M,= aa (39) 


Alle drei Werte nach den Gln. (37) bis (39) sind gleich. 

Wir kénnen jetzt den Verlauf des resultierenden Wechsel- und Bremsmoments wiedergeben 
(Bild 6). Zundchst zeichnen wir die Kurve des Wechselmomentes (Gl. (17)), die durch die 
erléschende Sinuskurve mit verschobenem 
Anfangspunkt dargestellt wird (Kurve 1). 
Danach zeichnen wir das Gleichmoment 
(Gl. (31)), dargestellt durch eine Expo- 
nentialkurve mit dem Anfangswert gleich 
dem Anfangswert des Wechselmomentes, 
aber entgegengerichtet (Kurve 2). Damit 
ergibt sich das resultierende Drehmoment 
(Kurve 3) mit dem Anfangswert Null. 
Dieses Moment ist fiir die mechanischen 
Beanspruchungen der Maschine maB- 
gebend. Fiir das Bremsen der Maschine 
ist nicht nur das bereits erwahnte 
Gleichmoment, das durch die Kurve 2 
dargestellt wird, sondern auch das Brems- 
moment infolge des Abklingens des 
Wechselmomentes maSgebend (Gl. (35)). 
Bild 6. Verschiedene Drehmomente, abhangig von der Zeit. Kurve 1 das Das letztere ist praktisch gleich dem 
Wechselmoment, Kurve 2 das Gleichmoment, Kurve 3 das resultierende 

Moment im Luftspalt, Kurve 4 das resultierende Bremsmoment. ersteren Bremsmoment, so daB das re- 

sultierende Bremsmoment (Kurve 4) den 

zweifachen Wert des ersteren Momentes erhalt. Der Anfangswert des Gleichmomentes nach 
Gl. (31) ist fiir unser Zahlenbeispiel 

M0 = ae oa (t+ 


0,1 + 314+ 0,175 


.) 

ie) 

an 

ie) 

ops 

oO 

Ee) 
See 


=—o0,51M,. 


Die Ergebnisse unserer Untersuchung weichen in gewissen Punkten von der iiblichen Dar- 
stellung des Bremsmomentes ab. Die Wicklungsverluste werden nur zur Halfte von der 
Antriebsmaschine durch die Welle geliefert. Die andere Hilfte liefert die magnetische Energie. 
Das Bremsmoment, das sich durch die Abnahme der Drehzahl bemerkbar macht, kommt nur 
zur Halfte (als Gleichmoment) von der Welle. 
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3. Einphasenmaschine mit symmetrischem Laufer 


a) Wechselmomente 


Zunachst vernachlassigen wir die Dampfung. Fiir die Stander- und beide Lauferwick- 
lungen lassen sich dann auf Grund des Festhaltens der Fliisse beim ungiinstigen Schaltaugen- 
blick (Nullwert der Spannung) folgende Gleichungen aufstellen: 


(TiehyG tiger ta, COS pt 7 SUL Oy be (40a) 
(1 + 0) I34 + % Cos yt = (1 + 05) Jz, (40b) 
(1 + 0) 19, + 4,sin@,t=0. (40c) 


Hier bedeutet 7, den Momentanwert des Standerstromes, 72, der Momentanwert des Laufer- 
stromes in der Langswicklung, 7, der Momentanwert des Lauferstromes in der Querwicklung 
und J, der Erregerstrom (der Langswicklung) vor dem Kurzschlu8. Die Langs- und die Quer- 
wicklung sind einander gleich. Die Langswicklung entspricht der Erregerwicklung und die 
Querwicklung der Dampferwicklung. Eine besondere Dampferwicklung in der Langsachse ist 
nicht vorhanden. Die Liauferstréme 134, i2, und Jz (Jz = Jp 2 Wz &/m, w, &,) sind dabei auf 
die primare Wicklung bezogen. Die physikalische Bedeutung der Gl. (40a) bis (40c) wird dann 
deutlich, wenn man sie mit der ecinphasigen Nutzinduktivitat 


4 My TL 
L,= ape (eb) (43) 


multipliziert und dadurch die FluBverkeltungen erhalt. Nach Lésen der Gl. (40a) bis (40c) 
erhalt man 


; JE 

La (1 — cos @,?#) , (42a) 
JzQa—ofict+te 1 
DG eos Frese, COS @, t + > COS 2 @, #}, (42b) 
oq= is core - sin @,¢ + = sin 2 @, t|. (42c) 


Diese Stréme lassen sich auch in vektorieller Form darstellen. Dazu muB Gl. (40c) mit —7 7" 
multipliziert und danach zu Gl. (40b) addiert werden. Gleichzeitig konnen wir die Dampfung 
beriicksichtigen, und zwar durch die Zeitkonstante der Wechselstromkomponente Ty, und die 
der Gleichstromkomponente T¢. 

Man muB dabei beachten, daB nach langer Zeit ¢ = oo) der Standerstrom 


4, = 2 Jig (1 + 63) (2 eolex e™"' 
wird und der Lauferstrom 
ing = Jn + Jp el? (1 — 9) /(v + 0). 


Diese beiden Stréme erléschen nicht, wahrend der Rest der Wechselstromkomponente nach 
der Zeitkonstante T,, verschwindet. Auf diese Weise erhalt man 


/ ae Raye ae, 
eee |: *G ‘( See oe vn) cor eeninn |, (43a) 


o (1 + 0,) 1+0 1—1 


1 


, t t t 
‘ (1—0) = oO : La pian rie o bas: Seve: igs 
le JE! € Tg ; =o @,t _ & Ty ge! w,t € jo,t & 7o,t € W|I. (43b) 


o i+o 2(1-+0) 


Die Gl. (43a) und (43b) sind in Bild 7 dargestellt. Da wir nur die Wechselmomente berechnen 
wollen, ist der Winkel y zwischen den zusammengehérigen Stander- und Lauferstromwellen 
vernachlassigt. Die Stromvektoren in Bild 7 liegen deshalb (fiir t = 0) auf der Abszissen- 
achse. Es ergeben sich insgesamt 6 Teilmomente zwischen den verschiedenen Stromwellen, 
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Vier davon haben einfache und zwei doppelte Frequenz. Beim Summieren heben sich jedoch 

mehrere Teilmomente auf, so daB nur das folgende resultierende Drehmoment tibrig bleibt: 
: fi BAL 

6 toe tee 20+ (1—oa)é vee 

sar ss ar é Gsina,t— i sin2@,¢t|. (44) 


Jefe 
Voie Gi 2(1 + 9) 


o(1 + 04) 


My = 


Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man das Drehmoment nach der Zweiachsen- Theorie 
berechnet, namlich 


My = pL, ty (tg q8in @, t — tg, COS @, 4). (45) 
Tee Ot 
jee a 
co IR epee None SELES We erg sre oH 
& JElt-o)e Tw tot | 
ke (t+0)[1+0,) — 20(1+0)[1+0) -a,t 
& Jil-o}e ty 
| 20(1+0) 
b _———S oe 
de(ta) El-oje tw \ & (-o)e% 
40 20 at G 
ot 


4 


Bild 7. Stromdiagramm des Standers (a) und des Laufers (b) bei Kurzschlu8 der Einphasenmaschine mit symmetrischem Laufer. 


Wir wollen zundchst den Ausdruck vor den eckigen Klammern etwas naher betrachten. 
Jy ist der auf die primare Seite reduzierte Erregerstrom. Zwischen ihm und dem Effektivwert 


des Lauferstromes Jj, besteht die Beziehung Jz = /2 Ji. L,, ist die einphasige Nutzreaktanz, 
die durch die Beziehung U,, = w, L, Jj, = Xj, J;, mit der Spannung verbunden ist. Setzen 
wir alle diese Werte ein und bezeichnen mit x, den bezogenen Wert der StoBreaktanz, so wird 
bei der Einphasenmaschine mit dem Nennmoment M, = P,/o, = U,, J,/@, und x, = x4 
das Wechselmoment 


t t 
Ty Z Ty 
2M, 20+ (1—o)€é | | T.. : 20+ (1—o)€ Dreh, 5 ~ | 
M el. arly se. “Gsin w, t — ee) sin 2@,¢]. (46) 


In dieser Gleichung ist fiir die Zeitkonstante Ty, der Ersatzwert nach Gl. (29) einzusetzen. 
Die Gleichung gilt nur fiir die ersten drei Perioden nach dem Kurzschlu8. Allgemein gilt 


t t 
iW pase 2M, yee ty Ta + (1—a)é ") 
ET el eae Re a ote 
ac 3 
t -— > —-; 
oe —- Tq i i) : 
x le 76 sin Pia pee i eee oe aa ani (47) 


Das Wechselmoment besteht aus zwei Komponenten, namlich einer mit der einfachen und der 
anderen mit der doppelten Frequenz. Zu Beginn des Kurzschlusses ist die erste Komponente 
die groBte. Nach 5 bis 10 Perioden verschwindet sie sowie auch der subtransitorische Teil der 
zweiten Komponente. Es bleibt dann der transitorische Teil der letzteren Komponente iibrig. 
In diesem Zeitabschnitt hat das Wechselmoment die doppelte Frequienz. Der Héchstwert des 
Wechselmomentes tritt etwa zwischen t = 7/2 @, und xz/w, auf. Fiir diesen 14Bt sich kein 
einfacher Ausdruck ableiten. Ohne Dampfung erhalt man den Héchstwert zu 


IM sei he ie 2 (48) 


Bei Beriicksichtigung der Dampfung wird der Héchstwert bedeutend kleiner. Wir nehmen 
in Gl. (47) dieselbe Aufteilung der Wechselstromkomponente in transitorische («) und sub- 
transitorische Teile (1 «) an. In Wirklichkeit ist diése Aufteilung beim einphasigen Kurz- 
schluB etwas anders als beim dreiphasigen. Die Reaktanz des gegenlaufenden Stromsystems 
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(%2 = x’) verhalt sich wie die Standerstreureaktanz. Die transitorische Reaktanz wird x’ + x’’ 
und die subtransitorische 2 x’’. Daraus bestimmt man das Verhaltnis a. Es unterscheidet sich 
jedoch nicht viel von dem Wert beim dreiphasigen KurzschluB. 

Beim einphasig-einstrangigen Kurzschlu8 erhalt man dasselbe Wechselmoment wie bei der 
Einphasenmaschine. Nur sind Nennleistung und Nennmoment der Maschine dreimal groBer. 
Wir erhalten deshalb in diesem Falle 


PM hee 

3 *q) 

xa in Gl. (49) ist der bezogene Wert der StoBreaktanz eines Stranges der Maschine bei ein- 

phasig-einstrangiger Schaltung. Diese Reaktanz ist, wie wir gesehen haben, etwa xj) 

ew 1,2 %4, d.h. etwas groBer als die StoBreaktanz eines Stranges bei dreiphasiger Schaltung. 
Beim einphasig-zweistrangigen Kurzschlu8 erhalt man 


t t 
etomae!Y - 20+ (1—o)e Tw 


= Tee ee . 
Mya) = G sin @,t — Gees sin2@,¢}. (49) 


L Je 2Ly2)0, Je In Je Xn) 2 Se eel 
MOV eat => er A eee =—_ >=, , (50) 
o (1 + 04) 10 (1 + 94) Jn XK(2) @y ¥q(2) xq 
weil x42) = 2 %4 ist. Das Wechselmoment wird 
t t 
M per omae ||, Soh ==G) en lw 
_ * : G si i 
My 2) ¥ ae é Sin @, 1 GLENS) sin2@,¢|. (51) 


Die Zeitkonstante T, des am Stander hangenden Feldes ist durch den Wirkwiderstand der 
Standerwicklung und die gesamte Streureaktanz der Maschine bestimmt, namlich zu 

Ry 

coe 4 (Xyo+ Xoo) (52) 
Diese Konstante ist fiir alle Arten des Kurzschlusses praktisch gleich. Nur fiir den einphasig- 
einstrangigen Kurzschlu8 wird sie wegen der Zunahme der Reaktanz Xj, etwas kleiner. Die 
als symmetrisch angenommene Lauferwicklung iibt auf die Standerwicklung an jeder Stelle 
des Laufers dieselbe Wirkung aus. Das Verhalten der Standerwicklung gegeniiber dem rotieren- 
den Laufer mit dem daran haéngenden Feld ist verwickelter. In der Lage, in der die Achsen der 
beiden Wicklungen zusammenfallen, ist die Riickwirkung der Standerwicklung am starksten. 
In dieser Lage addieren sich die Stander-Streureaktanz X,, und die Laufer-Streureaktanz X},. 
Die Streureaktanz in dieser Lage wird bei einphasig-einstrangigen KurzschluB 


‘ 2 7 
Xa = X16 + Xeg = Xie + ee X> 9(3) , (53a) 


worin X43) die Laufer-Streureaktanz bei dreiphasigen KurzschluB ist. In der Querstellung, 
d. h. wenn die Wicklungsachsen senkrecht zueinander stehen, wird die Reaktanz 


1 2 , 
Xq = Xog + Xia) = S (Xiys) + Xo 0(3)) - (53b) 
Die Ersatzreaktanz fiir beide Lagen ist 
é aKa, - X4 25. 


Fiir den einphasig-zweistrangigen Kurzschlu8 erhalt man ahnlich 
Xi) © 4 (1 —9) (Kig + Xo) - (55) 


Die reduzierten Werte des Lauferwiderstandes werden im ersten Falle #/, Rig) und im zweiten 
Falle 2 Rag. Die Werte gelten sowohl fiir die Langs- als auch fiir die Querachse. Die Zeit- 
konstanten 7, des Wechselstromes (d. h. sowohl Tj als auch T;) werden dann im ersten Falle 


3 (X16 a eo Xt} (iG) 
ea ee (56) 


OR a eae aps OLE a 
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One 
Bei Xoo3) = O ist Twa) = 3 v —o) Tyg) und bei X;, = 0 Twa) = 2 (1— 6) Tyg). Praktisch 
kann man Tq) © 2,2 Twig) setzen. Fir den einphasig-zweistrangigen Kurzschlu8 erhalt man 


Twi) ® 2 (1 — o) Ty) - (57) 


Bei beiden einphasigen Kurzschliissen ist die Zeitkonstante des Wechselstromes etwa zweimal 
(praktisch 1,7mal) gréBer als beim dreiphasigen KurzschluB. 

Den einphasigen Kurzschlu8 kann man auch mit Hilfe der symmetrischen Komponenten 
behandeln. Man zerlegt dazu die Spannung in mit- und gegenlaufende Komponenten, die in 
unserem Falle gleich sind: 


x 
Ey = 2, = rae (58) 


Die mitlaufende Komponente entspricht der Reaktanz X,= Xj, und die gegenlaufende 

Komponente der Reaktanz X, = X,. Sieht man von der Wirkung der Wirbelstréme auf die 

Reaktanzen ab, so wird X!,~ X,. Man erhalt dann die Wechselstromkomponente des Kurz- 

schluBstromes unter oy ee der Dampfung zu 

Xia JE eS | Je 
o(1 


XG ra te. + 0;) 


COS @,¢. (59) 


2 


Em jw, t gi Mt 
Jw = x4 é ad = 


Dies ist derselbe Wert wie nach Gl. (42a). Das Vorhandensein des gegenlaufenden Systemes . 
wirkt wie eine Vorschaltimpedanz Z, = R, + Rj/2 + 7 X4. Bei dieser Darstellung erhalt man 
die Zeitkonstanten zu 


Kat Xa 2X4 


es Beets fe 

G(2) w, (Ry He Ry aE R4/2) 20, R, T G3) s (60a) 
, XxX + XG 72 Xj , 

Tae) “— _opns a4 o, Rs ae Ta) 2 (60b) 
” XG ote XG w 

La = = 2 Tag), (60c) 


/ 
w, Ry, 


d. h. dieselben Werte wie nach Gl. (52) und (57). 


b) Gleichmoment 


Zur Berechnung des Gleichmomentes zeichnen wir das Spannungsdiagramm unter Beriick- 
sichtigung des Winkels p (Bild 8). Das Gleichmoment la8t sich aus den drei Teilmomenten wie 
folgt bestimmen: 


; | 
I# 1 1 (1—o)e | L—¢ — “ 
ma seamen cee (etemrsenieyie elo rec | 
2t t t 
=o Aaa 2a se= (aA Se 
ae ae inv totals 1+“ ¢ wir |i, Ty +1—o| sing. (61) 


Der Winkel y, ist durch den Standerwiderstand R, und die Hauptreaktanz X, gegeben und wird 


sin y, © y, © Ky, RX, . (62a) 
Der Winkel yp, ist durch den Lauferwiderstand R, und die Hauptreaktanz X, bestimmt und 
wird 

SIN Yy & Yo © Kyo R/X;, . (62b) 
Der Winkel yg ist ebenfalls durch den Lauferwiderstand und die Hauptreaktanz bestimmt, 


jedoch ist der Lauferwiderstand infolge der doppelten Stromfrequenz gréBer als fiir das zweite 
Wellenpaar. Dieses wollen wird durch den Faktor Ky beriicksichtigen. Es wird 


sinpy i i ye 
TN Vas Kee: (62c) 
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Die Widerstande R, und R; lassen sich durch die Zeitkonstanten 7, und Tj, ausdriicken, und 
zwar wird 


oL 5 on : 
Be = a und Ty — ae : (63a, b) 
1 2 


Damit erhalt man das Gleichmoment zu 


2M, 
De care 
o 


K 1—o K 1 Ky.(1— oa) — - 
a WSS Vem Eval ae?) € iw} . (64) 
@,1g 14-60, Ty|4 (1 +0) o, Tw 


t 
BE Te a,t o,t 
fi) ney \ 


a Se Se ee eee aaa 


a 
Ot. t El-oje ty ae 
i J (i-0, eae ify eerie aa ‘ 


— i 


ete an 


oe hilt-ole Ie 
4 20 4 


= 


pets 
Ef-o)e TG 
0 


Bild 8. Wie Bild 7, jedoch unter Beriicksichtigung der Winkel y,, y. und 75. 


Will man diese Gleichung praktisch anwenden, so mu8 man die Aufteilung der Wechselstrom- 
komponente in den transitorischen und den subtransitorischen Teil beachten. Es wird dann 


kg = 44, Ty © Til(a—o) 
und 


re 7 Za nay) 
e Weae Tat (1—ale wat (i—a)ye tT. (65) 
o. . : O41 . —+t/Ty —t(1—a)/TZ 
Fiir die ersten Perioden nach dem Kurzschlu8 kann man angendhert mit ¢ YE eek 
rechnen. 


Ganz ahnlich verhalt sich die Dreiphasenmaschine bei einphasigen Kurzschliissen. Dabei 
miissen wir beachten, daB die Zeitkonstanten der Wechselstromkomponente hier gr6Ber werden 
als beim dreiphasigen Kurzschlu8. Nach den Gln. (56) und (57) werden sie etwa Taq) © 2,2 Tas) 
bzw. Tx2) w~ 1,7 Tyg) fiir den einstrangigen bzw. zweistrangigen Kurzschlu8. Die Winkel y, 
und w, sind mit einer Ausnahme von der Art des Kurzschlusses unabhangig und gleich denen 
bei dreiphasigem KurzschluB. So erhalten wir fiir den einstrangigen KurzschluB (Ky, = 1) 


Rua) R 3 Ry se Pa) 
KG) Lie 79.) 2) eas Sana 

Wi (1) = Xn) = i W1(3) ) Wer) SX a 5 —— We (3) (66a, b) 

— X1(3) — Xh(3) 

3 
und fiir den zweistrangigen KurzschluB 

1 = —_ - —_<—<— = ; 7 >= s eh = RY. 6 a, b 
12) = 3 Xn) : vA Pare) = 3 Xnay 2 ap a(3) (67a, b) 


3+ — Xn) 
3 


Das Gleichmoment fiir den einstrangigen KurzschluB wird 


! fen? © 
op air fame Kae i TE ere 
Oo > (a=) i Tad) + (1 a) « 7) | Wi Wa (1— a) 


t t 
1 Lows (i-— G)) (1) | = re Seat 
Ber errs gare ee Maria) ee } oe 
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Fiir den zweistraingigen Kurzschlu8 erhalt man eine ahnliche Gleichung, wobei die Zahl 2/3 
durch 1 und die Zeitkonstanten Tj,) bzw. Taq) durch Ty) baw. Ti) zu ersetzen sind. Fiir 
gewisse Zeitabschnitte kann man die Gleichung vereinfachen, indem man 
t ee sear __ t(1—4) 

ae Taw+t (1—ale Tawaat (1—aje Ta wee Ta (69) 
setzt. Als Grenzwert fiir Ky, und Ky gilt 1/(1—«), wobei Kw, > Kye ist. Wir wollen noch den 
Anfangswert des Gleichmomentes (¢ = 0) fiir unser Zahlenbeispiel bei zweistrangigem Kurz- 
schlu8 berechnen. Mit Ky, = 2, Kw, = 2,5 und o = 0,1 erhalt man 


M 1,12 1 0,9+2,5+ 0,4 2+0,9+0,4 
Meé2)o = — = | | ! eee. = — 0,48 M,. 


0,175 |4e Loge Si4|o;4mw Eioieto,.o4 0,04 + 314 


Das Bremsmoment ist Mp o © 2 Mée)o = — 0,96 M,, 


4. Einphasengenerator mit unsymmetrischem Laufer 


Dieser Fall umfaBt die meistens vorkommenden Kurzschliisse, weil er auch die einphasigen 
Kurzschliisse der Dreiphasenmaschine einschlieBt. Der Einfachheit halber wollen wir ihn zu- 
nachst ohne Beriicksichtigung der Dampfung behandeln. Die hierbei gewonnenen Ergebnisse 
werden wir dann auf die Vorgange unter Beriicksichtigung der Dampfung erweitern. Den Aus- 
gangspunkt unserer Betrachtung bilden die Gleichungen 


ESS oF Ooh == ty q Lg COS @,t + tog Ly Sin ot = Jk | bre (70a) 
(1 + 024) Lyatea + ty Lygcos @, t = (1 + On) Lag Jz, (7ob) 
(1 + 004) Lig tag + 41 Lag Sin at = 0. (70c) 


Diese Gleichungen sind den Gln. (40a) bis (40c) ahnlich, doch sind die Werte fiir die Reaktanzen 
und fiir die Streuzahlen in den beiden Achsen verschieden. Wir erhalten aus den Gln. (70a) 
bis (70c) 
: Jé (1— cos 2) 
ie : in cos? w, t Lg sin? w, t ’ We! 
"1+ 62¢  Lpalt + O29) 


o 1, COS @, t i, 7, Sin @,¢t 
loa~a=JIe— are und 1 a ne rae af 90) 
2a Jr f epoxy 2q 1 + 04 (7 ese) ) 


mit dem reduzierten Wert des Erregerstromes Jp = Jp W, &/Woé. Gl. (71a) 14Bt sich auch 
in anderer Form schreiben, namlich 
X gq (1— cos t 
JE a ( , t) x : asf (71d) 
He cos? Or t + hn sin? ¢ Oy t ae a Xq) sin? w, t 


Gua 


Hier sind die Induktivitaten durch die entsprechenden Reaktanzen ersetzt. X, und X, sind 
die Hauptreaktanzen und Xj, bzw. X;, die Streureaktanzen (Lransientreaktanzen) i in der lanes 
bzw. Querachse. Bei X, = X, erhalt man dasselbe Ergebnis wie LAIBLE (L 3). 

Beim SE Laufer ist L,, = L,, und 024 = 02, = og und man erhalt fiir die 
Stréme die Gln. (53a) bis (53c). Bei einachsiger Lauferwicklung ist 6,, = co und die Stréme 
werden 

seen ae? (1 + O24) (1— Cos a, #) 
ht a) Be (1 + 04) (1 + oyg)— cos? Wt? (72a) 


(1 ia 9) (1 + O24) — Cos @,t 


toa = Ji Ea, de aca cs aa eee (72b) 


1+ 0,) (1 + Ona) — cos? w, t 


Die Gln. (71), (42) und (72) entsprechen dem Einschalten in der zweiten Hauptlage, d. h. beim 
Nulldurchgang der Spannung. Die Stromkurve bei Kurzschlu8 der Einphasenmaschine ent- 
halt zahlreiche Oberwellen. Diese erschweren die einfache Darstellung der Stromwellen durch 
die Zeitvektoren. Nur beim symmetrischen Laufer ist es méglich, wie wir im Abschnitt 3a 
gesehen haben, diese Darstellung fiir die Berechnung des Drehmomentes zu verwenden. Im 
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allgemeinen mu8 das Drehmoment jedoch nach Gl. (45) bestimmt werden. Beim symme- 
trischen Laufer erhalt man dann Gl. (58) in der vereinfachten Form 


Zeige es leo 
aes, sin @, t —— Sin 2 at (73) 
und bei einachsigem Laufer in der Form 
1— cos @, t) | ——_— cos @, ¢| sin wt 
pm : Myo ( 14) f= 1 1 
Wr Ss yay. ae Wi a aa = ea ee (74) 
= Cos4ait 
LG. 


Die Wechselmomente nach den Gln. (73) und (74) sind in Bild 9 fitr o, = 024 = 02, = 0,15 
abhangig von der Zeit (Kurve 1 und 2) gezeigt. Weiter sind die Momentkurven fiir ver- 


—- 


M—e 


0° 20° 40° 60° 80° 400° 120° = 140° 160° 180° 
ot —> 
Bild 9. Verlauf des Wechselmomentes beim Kurzschlu8 der Einphasen- 


maschine. Kurve 1 bei symmetrischem Laufer, Kurve 2 bei einachsigem 
Laufer und Kurve 3 bis 5 bei verschiedenen unsymmetrischen Laufern. 


schiedene unsymmetrische Laufer gezeigt, wobei sich die Kurven 4 und 5 den praktischen Ver- 
haltnissen am meisten néhern. Je unsymmetrischer der Laufer ist, um so gréBer wird der 
Héchstwert des Wechselmomentes. Dieser Héchstwert entsteht aber ausschlieBlich durch die 
Zunahme der Oberwellen, d. h. der Wechselmomente héherer Frequenz. 

Schon beim symmetrischen Laufer erhéht die zweite Oberwelle den Hochstwert des 
Wechselmomentes um 30% gegeniiber dem Héchstwert der Grundwelle. Fiir die Kurven 4 
und 5 ist diese Erhéhung ca. 99 bzw. 117%. Beider Bestimmung der Héchstwerte des Wechsel- 
momentes in Abhangigkeit von der Zeit mu8 man beachten, daB die Grundwelle mit der Zeit- 
konstante T, und die Gesamtheit der Oberwellen mit den Zeitkonstanten Tj und T4 erléscht. 

Bei dem einphasig-zweistrangigen KurzschluB wird in dem nicht kurzgeschlossenen Strang 
eine Spannung induziert. Die Achse dieser Wicklung liegt senkrecht zu der gemeinsamen 
Achse der beiden kurzgeschlossenen Strange. Der mit dem offenen Wicklungsstrang ver- 
kettete Flu8 wird 

Pw = —LygtrgSin t+ Lig 194 COS Wt, (75) 
wobei die Stréme 7), und 73, durch die Gln. (71b) und (71c) gegeben sind. Setzt man diese Werte 
ein und differenziert nach ¢, so erhalt man die Spannung im Strang zu 


\ 


dp Fire Lig Liha d ty : 
ee ae V2 U,, cos w, t (; ce ey ee SIN 2 @, i). (76) 
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Wir wollen auf die weitere Rechnung verzichten, entnehmen aber der Gl. (76) den endlichen 
Ausdruck fiir den Héchstwert der Spannung, der nach der Zeit w¢ =a auftritt. Fiir diesen 


erhalten wir 
Feared Je 

20, ) 5 ( a Se nae -| 
UW max rs Sent : (77) 
g, ist die gesamte Streuzahl in der Langsachse, die wir meistens als Streuzahl der Maschine 
bezeichnet haben. Die Streuzahl ogg = Leoa/L,4= X20q/Xnq ist die der Lauferwicklung in der 
Langsachse. Sie ergibt sich aus der Streuung der Erreger- und der Dampferwicklung (624 = %4)- 
Die Streuzahl o,, = Ly,,/L,, ist die der Lauferwicklung in der Querachse. Sie ist durch die 


Streuung der Dampferwicklung bestimmt. Beim symmetrischen Laufer ist L,, = L,, und 
O29 = Oya. Man erhalt die Spannung zu 
nar a 2 oF (77a) 


Es treten also keine Uberspannungen auf. Beim einachsigen Laufer, d. h. beim Laufer ohne 
Dampferwicklung, ist o,, = oo und wir erhalten 


UW max Ser € 2 U,, (= a 1) . (77b) 


Oy 


Es tritt hier eine bedeutende Uberspannung auf, die allerdings durch die hier vernachlassigte 
Dampfung in Wirklichkeit etwas vermindert wird. Gl. (77b) wurde bereits von RICHTER [1] 
angegeben. Erfolgt nun Kurzschlu8 in der ersten Hauptlage, d.h. beim Héchstwert der 
Spannung, so wird die Uberspannung etwas kleiner als nach Gl. (77b), und zwar 


Uy, Mie Lm V2 U,/o : (77¢) 


Fiir den allgemeinen Fall des unsymmetrischen Laufers erhalt man 


= (%¥a— %q) + (%q — *4) 
teysmae = — V2 U, [1 — 2 AAO Sa 2A] (78) 
Nur fiir gleiche Werte der Synchronreaktanzen in beiden Achsen x, = x, erhalt man 
<2 we 
UW max =a 2 ce 2 uw es | , (79) 


d. h. den Wert, der von LAIBLE und amerikanischen Verfassern angegeben ist. Dies ist mehr 
oder weniger bei den Vollpolmaschinen zutreffend. Bei Schenkelpolmaschinen ist jedoch 
%4 > *%, und man muB Gl. (78) zur Berechnung der Spannung benutzen. Die gemessenen 
Werte dieser Spannung betragen nach amerikanischen Angaben [4] etwa das 3 bis 5fache der 
Nennspannung. 
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Theorie des stromsteuernden Transduktors 
fiir den eingeschwungenen Zustand 


Von 


WALTER BONING 


(Mitteilung aus dem Rogowski-Institut fiir Elektrotechnik 
der Technischen Hochschule Aachen) 


Mit 10 Textabbildungen 


(Eingegangen am 7. Marz 1960) 


Ubersicht. Es werden die Strom- und FluBverlaufe bei der vormagnetisierten Drossel mit rechteckiger 
magnetischer Kennlinie sowie bei der praktisch wichtigen Parallelschaltung zweier derartiger Drosseln her- 
geleitet. Die erhaltenen Beziehungen erméglichen eine zahlenmaBige Darstellung der Steuereigenschaften 
in Form von normierten Kennlinien. 


Aufgabenstellung 


Weitaus die Mehrzahl aller bisher erschienenen Schriften iiber Transduktoren bringt eine 
qualitative Darstellung der Zusammenhange, wobei Strom-, Spannungs- und FluBverlaufe 
sowie Steuerkennlinien ohne Beweis angegeben werden. Von denjenigen Arbeiten, die sich 
mit den zahlenmaBigen Zusammenhangen befassen, scien hier zwei genannt: BUCHHOLD [1] 
ermittelte die Kurvenform von Flu8, Strom und Spannung bei der vormagnetisierten Eisen- 
drossel anhand einer stetig gekriimmten magnetischen Kennlinie itiber den Oberschwingungs- 
gehalt der erwahnten GréBen, allerdings ohne Beriicksichtigung eines Ohmschen Widerstandes 
im Wechselstromkreis. Neuerdings sind von Lorr [2] die Vorgange beim sogenannten span- 
nungssteuernden Transduktor [3] durch abschnittsweise Betrachtung an einer geknickt an- 
genommenen magnetischen Kennlinie rechnerisch erfaBt worden. 

Das Ziel der vorliegenden Untersuchungen ist es, mit einfachen Mitteln und unter prak- 
tisch geniigend genau erfiillten Idealisierungen eine exakte Darstellung der Wirkungsweise 
und des Kennlinienverlaufs beim stromsteuernden Transduktor [3] zu geben. Dabei soll 
zunachst das stromsteuernde Transduktorelement und anschlieBend die rechnerisch etwas 
schwierigere Parallelschaltung zweier Elemente behandelt werden. Auf die Untersuchung 
der Reihenschaltung zweier Transduktorelemente (Gleichstromwandler nach KRAMER [4]) 
wurde verzichtet, da diese sich genau entsprechend dem Verfahren beim Einzelelement 
behandeln 1aBt. 


Das stromsteuernde Transduktorelement mit gedrosseltem Steuerkreis 


Transduktoren werden heute durchweg aus Kernen mit kaltgewalzten kornorientierten 
Blechen gebaut. Die magnetische Kennlinie dieser Kerne lat sich bei nicht zu kleinen Aus- 
steuerungen durch drei rechtwinklig zueinander stehende Strecken ersetzen (Bild 1 und 2). 
In diesem Falle sind die Differentialgleichungen einiger einfacher Transduktorschaltungen 
leicht integrierbar. 

Wir betrachten den in Bild 3 gezeichneten Stromkreis. Die Drossel mit den beiden Wick- 
lungen a und s, genannt Arbeitswicklung und Steuerwicklung, habe die in Bild 2 dar- 
gestellte magnetische Kennlinie. Samtliche Verluste in den Wicklungen und im Kern wollen 
wir vernachlassigen. Die Steuerwicklung s mit der Windungszahl w, werde vom Steuer- 
strom 7, durchflossen. Der Strom 7, sei ein reiner Gleichstrom, unabhangig von der Spannung, 
welche der nach dem SchlieBen des Schalters S flieBende Wechselstrom, der sogenannte 
Arbeitsstrom 7,, in der Steuerwicklung induziert. Dies kann z. B. dadurch erreicht werden, 
daB man eine geniigend groBe Induktivitét in Reihe mit der Steuerwicklung schaltet. Der 
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Wicklungssinn und die Richtung des Steuerstromes.in Bild 3 seien derart, daB sich fiir 7, = 0 
eine negative Steuerdurchflutung (— @,) ergibt. Der Kern ist also bis zum Arbeitspunkt A, 
in Bild 2 negativ vormagnetisiert. Die hier betrachtete vormagnetisierte Drossel ist der 
Grundbaustein aller Transduktorschaltungen und kann deshalb als ,, Lransduktorelement“ 
bezeichnhet werden. 


| | pene 


a S| ee 


Bild 1. Magnetische Kennlinie eines Transduktors mit Bandringkern, Bild 2. Die Magnetische Kennlinie des Bildes 1 ist hier durch den 
aufgenommen mit 50 Hz. Aussteuerung bis zur halben zulassigen Steuer- rechtwinkligen Streckenzug I, II, III ersetzt. Es ist der FluB ® 
durchflutung. liber der insgesamt im Kern wirkenden Durchflutung © aufgetragen. 


Wir fragen nach dem zeitlichen Verlauf der Arbeitsdurchflutung 0, = 1, w, nach SchlieBen 
des Schalters S zur Zeit ¢ = 0, wobei uns jedoch hier nur der eingeschwungene Zustand inter- 
essiert. Der Zeitnullpunkt werde so gewahlt, daB die sinusf6rmige Netzspannung w gerade 
einen Nulldurchgang in positiver Richtung hat. Es wird sich weiter unten zeigen, da8 dann 


bei dieser Schaltung der eingeschwungene Zustand sofort er- 
| ‘ fi reicht wird. Fiir ¢ =o gilt nun die Differentialgleichung 
1, 
dD epee ee 
Wa ay ee ON (1) 


worin ® = /(@) durch die Kennlinie Bild 2 gegeben ist. Wegen 
des nichtanalytischen Charakters dieser Kennlinie (Unstetig- 
keit der Ableitung d®/d@) kann Gl. (1) nur Abschnittsweise 
integriert werden. Die Anfangsbedingung fiir Gl. (1) lautet 
entsprechend der oben vereinbarten Vormagnetisierung: 


Bild 3. Einschalten des stromsteuernden 
Transduktorelements an sinusformiger 
Wechselspannung. (Ome QA —o 


a ) OS =O (2) 


Da im positiv gerichteten Nulldurchgang der Wechselspannung eingeschaltet wurde, wird 
die magnetische Kennlinie wahrend des ersten Zeitabschnitts (0, t,) vom Arbeitspunkt A, 
bis zum unteren Knickpunkt B, durchlaufen. Man hat also wahrend dieses Zeitintervalls 


® = konst. = —@,;  —=0. (3) 
Damit folgt aus Gl. (1) sofort: 


Oe 
OC = 0, R, sin wt, (4) 
giiltig fiir den Zeitabschnitt (0, t,). Der Zeitpunkt #, ist erreicht, sobald 0, = 0, = 1, w, ist. 
Daraus folgt mit Gl. (4): 


‘ 


OG ; 
Ort, == alG SI == AL Site (5) 
Wg U : 
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wobei abkiirzend 
Gets (5,a) 


Wg uU 
gesetzt ist. Fur k wollen wir den sogleich naher begriindeten Namen ,,Steuerkonstante“ 
einfiihren. 

Wahrend des nun folgenden Zeitintervalls (t,, tg) wird die magnetische Kennlinie vom unte- 
ren Knickpunkt B, an aufwarts durchlaufen. Wir setzen dabei voraus, daB der obere Knick- 
punkt B, nicht erreicht wird; der Scheitelwert « der Netzspannung soll also nicht so groB 
sein, daB sogenannte ,,Ubersattigung“ auftritt. Die Kennlinie in Bild 2 wird demnach vom 


unteren Knickpunkt B, her aufwarts und wieder zuriick nach B, durchlaufen. Dabei gilt 
in Gl. (1) 


O = konsty= 0, (6) 
und daher 
d@ a ° Rag 
Dye NON Ga A (7) 
Mit der Anfangsbedingung ¢ = t,; ® = — @, folgt daraus: 


D. wt 
1 Avocs Iie, 
w dj@ =_. usin wt ——£ 0.) dwt 
a Oo w Ss 
CG a 
— oe Oty 


und nach Integration: 


b= = [cos wt; —coswt + k(wt,—at)|—@,. 


& 
Wa 


Wegen sin wi, = k ist darin cos@ t, = yi — Be. Damit kommt unter Benutzung von Gl. (5) 
fiir den FluBverlauf im Zeitabschnitt (¢,, ¢,): 


® = -—_|/1 —# — cos wi + Rlarcsink —wt)|— ©,. (8) 


W Wa : 


Die Funktion (8) steigt bei t = ¢, vom Wert (—®,) aus an, durchlauft einen Héchstwert 
und kehrt zum Wert (— ®,) zurtick. Der Zeitpunkt f, ist also die auf w ¢, = arc sin k folgende 
Losung der transzendenten Gleichung 


Vib coset, = kare sin k —at,) = 0% (9) 


Gl. (9) enthalt nur den einen Parameter k. Der Wert von & liegt zwischen Null und Eins, 
wie man aus Gl. (5) erkennt (Fiir k > 1 bliebe der Kern immer in der Sattigung). Gl. (9) kann 
zeichnerisch oder mittels eines der bekannten numerischen Verfahren gelést werden. In 
Bild 4 ist der so ermittelte Wert w ¢, in Abhangigkeit von k aufgetragen. 

Im nachsten Zeitabschnitt (¢,, #3) wird die magnetische Kennlinie vom unteren Knickpunkt 
B, langs der unteren Sattigungsgeraden nach links titber den Arbeitspunkt A, hinaus und 
wieder zuriick nach B, durchlaufen. In diesem Zeitintervall gilt abermals: 


® = konst. = — @, ; oor 6 (10) 
dt 
und folglich aus (1): 
O, = 14 sin wt. (11) 
Ry 
Der Zeitpunkt ¢; ist erreicht, sobald 0, = O, ist. Es ist also mit Gl. (11) und (5a): 
Ot, = arc sink — 0b, = Ze: (12) 


Von nun an wiederholt sich demnach das Spiel. Wegen der Wahl des Einschaltzeitpunktes 
im positiv gerichteten Nulldurchgang der Netzspannung zusammen mit der negativen Vor- 
magnetisierung stellt sich also hier sofort nach dem Einschalten der eingeschwungene oder 
stationare Zustand ein. 
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Die durch die Gleichungen (3), (4), (6), (8), (10) und (11) beschriebenen Verlaufe der Arbeits- 
durchflutung und des Flusses sind in Bild 5 fiir einen Wert der Steuerkonstanten k = 0,5 
qualitativ gezeichnet und entsprechenden Oszillogrammen gegenitibergestellt. Die Abwei- 
chungen zwischen Theorie und Experiment sind zuriickzufiihren auf die hier vernachlassigten 
Verluste in der Transduktordrossel sowie darauf, da8 trotz der zusatzlichen Induktivitat im 
Steuerkreis der Steuerstrom kein ganz reiner Gleichstrom war. Man erkennt in Bild 5, daB 


SQ 


0 0,2 0,4 0,6 08 10 ot, 9 Ot, Otj-wt,+20 wt,+eI 


k— 
Bild 4. Lésung der transzendenten Gl. (9). Ziindzeitpunkt w t, 


in Abhangigkeit von der Steuerkonstanten & beim stromsteuernden 
Transduktorelement. 


Bild 5. Rechts oben (stark ausgezogen) Verlauf der Arbeitsdurch- 

flutung @, beim stromsteuernden Transduktorelement. Steuerkon- 

stante k = 0,5. Darunter der Verlauf des Flusses. Rechts unten 

oszillographierter Verlauf der Durchflutung und des Flusses fiir 
einen Wert der Steuerkonstanten von etwa 0,5. 


die Arbeitsdurchflutung und damit der Arbeitsstrom bei den Winkelwerten wt, + 22 
(n = 0,1, 2,...) auf die gestrichelt eingezeichnete Sinuslinie springt. Der im Arbeitskreis des 
Transduktorelements sich einstellende Stromverlauf ahnelt dem des Stromes beim gitter- 
gesteuerten Gleichrichter. In Anlehnung an die dort gebrauchliche Ausdrucksweise bezeichnet 
man den plétzlichen Anstieg des Strombetrages beim Transduktor auch als ,,Ziindung“. 


Multipliziert man die Ordinaten @, der Kurven in Bild 5 links oben mit Ra , SO stellt die 
Wa 
gestrichelte Sinuslinie die Netzspannung und die ausgezogene Linie die Spannung am Arbeits- 


widerstand R, dar. Die Differenz der beiden Kurven ist dann die Spannung an der Arbeits- 
wicklung «, = w, d®/dt. Im Schnittpunkt S ist diese Differenz Null, daher mu8 dort d@/dé 
= 0 sein. Der Schnittpunkt S fallt daher zeitlich mit dem Héchstwert des Flusses zusammen. 
Wir betrachten ferner die in Bild 5 links oben schraffierten Flachen F, und F,, , Spannungs- 
zeitflachen*’ genannt. Man erkennt, daB die Grundlinie der Flache F, in den Zeitabschnitt 
ansteigenden Flusses, die Grundlinie der Flache F, dagegen in den Zeitabschnitt abnehmenden 
Flusses fallt. F, hei8t daher ,,Aufmagnetisierungsflache“, F, entsprechend ,,Abmagneti- 
sierungsflache’. Diese Flachen sind gleich. Es gilt namlich mit den Bezeichnungen des 
Bildes 5 nach Multiplikation der Ordinate mit R,/w,, also Ubergang zum Spannungsverlaut: 


u,di=w,d®. (13) 
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Und nach Integration: 


| 4 | — 9 
|F,| Sea i dD ee 2 Dg O15 

ity ater | 
. hie | |—9, (14) 
Lee es Gece cep eee ra aaa Paras Lae 

Vv |g! 


Aus dieser Beziehung lat sich iibrigens gleichfalls die transzendente Gleichung (9) zur Be- 
rechnung des Ziindzeitpunktes ¢, herleiten. 


Der Verlauf der Arbeitsdurchflutung und damit des Arbeitsstromes wird also bestimmt 
durch die Sinuslinie Gl. (4) und die aus Gl. (5) und Bild 4 bestimmbaren Zeitpunkte ¢, und f, 
(Lésch- und Ziindzeitpunkt). Diese sind, wie 
man aus Gl. (5) und (9) erkennt, nur abhangig 
von der Konstanten k. In Bild 6 ist der Ver- 
lauf des bezogenen Arbeitsstromes 


Og Rg rs ig Ry 


Watt ieee 

uber der Zeit fiir drei verschiedene Werte 
von k aufgetragen. Die schraffierten Flachen 
und damit auch der Effektivwert des Ar- 
beitsstromes bei gleichbleibendem R, und « 
hangen nur von k ab. Die hier gewahlte 
Bezeichnung ,,Steuerkonstante“ ist also zu- 
treffend. Man erkennt in Bild 6, da mit 
zunehmendem k der Léschzeitpunkt ¢, und 
der Ziindzeitpunkt ¢#, (Verlassen der Sinus- 
linie und Zuriickspringen auf die Sinuslinie) 
immer naher zusammenriicken. Bei k = 1 
schheBlich fallen beide Zeitpunkte in den 
Punkt ¢ = a/2@ zusammen, und man hat 
als Arbeitsstromverlauf die volle Sinuslinie. 
Der Kern kommt dann gar nicht mehr aus 
der Sadttigung heraus, das Transduktorele- au 

; 5 Bild 6, Bezogener Arbeitsstrom beim Transduktorelement der Schaltung 
ment wirkt unter den hier getroffenen nach Bild 3 ftir verschiedene Werte der Steuerkonstanten k = Os Rg/wat- 
idealisierenden Vernachlassigungen wie ein = Fit # = 0,7035.. ist ots eee cr DustadiesAnordmine’ voll 
KurzschluB. 


Mit der hier besprochenen Anordnung gelingt es folglich, durch den Steuerstrom 7,, der 
ja als maBgebliche GréBe in der Steuerkonstanten & enthalten ist, den Effektivwert des Arbeits- 
stromes zu steuern. Durch geeignete Wahl der Windungszahlen w, und w, lassen sich dabei 
beachtliche Strom- und Leistungsverstarkungen erzielen. 


Etwas anders sieht die Lésung der Differentialgleichung (1) aus, wenn wir vom Arbeits- 
punkt A, in Bild 2 her, also bei positiver Vormagnetisierung, im positiv gerichteten Null- 
durchgang der Netzspannung einschalten. Hierbei wird zuerst der obere waagerechte Teil 
der magnetischen Kennlinie von A, aus nach rechts und wieder zuriick durchlaufen. Der 
Arbeitsstrom folgt dabei wegen der Sattigung dem sinusf6rmigen Verlauf der Netzspannung. 
Erst beim Einsetzen der negativen Halbschwingung beginnt der in Bild 5 gezeichnete Verlauf, 
jedoch in umgekehrter Richtung. Man erhilt also den eingeschwungenen Zustand bei positiver 
Vormagnetisierung, indem man den Verlauf bei negativer Vormagnetisierung um den Winkel x 
verschiebt und um die Nullinie herumklappt. 
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Normierte Steuerkennlinie des Transduktorelements 


Wir weisen zunachst nach, da der lineare Mittelwert i, des Arbeitsstromes der Schaltung 
Bild 3 verschwindet. In Bild 6 liest man ab: 
Oty @t,+22 
= Fh | dw t+ | sinwtdwt=k(wt,—wt) + cos wt, —coswt, 
wty O ts 


= —[A(arc sin k — w #,) + f1 —#®?—coswi,] =0. 


Der hier in der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist namlich identisch mit der linken 
Seite der Gl. (9). Der Strom in der Arbeitswicklung des Transduktorelements in der Schaltung 
nach Bild 3 hat also keinen Gleichanteil. Ubrigens la8t sich dies auch unmittelbar an- 
schaulich aus der Gleichheit der Flachen F, und F, in Bild 5 erklaren: Verlegt man die Flache 
F, in die Flache F,, so erhalt man einen rein sinusférmigen Verlauf. Wegen |F,| = |Fo| 
andert sich aber dabei der lineare Mittelwert des Arbeitsstromes nicht. 

Der quadratische Mittelwert oder Effektivwert der in Bild 6 dargestellten WechselgréBe 
ergibt sich wie folgt: 


Oty M422 
ZW ip) Sea) fae a J dw t + J sin? wt dw ¢t 


90 | (« : (@ t, — w t,) + s (sin 2 m tj — sin 2 @ ¢,). 
2 
Die letzte Klammer kann aber wegen Gl. (5) auch so geschrieben werden: 
sin 20 t, —2k V1 — F*. 


Damit erhalt man fiir den gesuchten Effektivwert 


RYt = (1 — 2 h?) (w tz — are sink) ——-sin2@t, 
2 


Uy ees 1 
= == 1— = ——— : ‘ 
ae oe (15) 


Hierin ist w ¢, gemaB Bild 4 eine Funktion nur von k; also ist die ganze rechte Seite der Gl. (15) 

eine Funktion nur von k. Fir k =o verschwindet wegen w ¢, = 22 die rechte Seite von 

08 : Gl. (15), wie-es sein’ mu8, Ptr! k—o1; 

@ ty = 2/2 wird der Ausdruck unter dem 

groBen Wurzelzeichen gleich Eins. Man 

erhalt dann den Effektivwert der vollen 
06 zi | Sinusschwingung. 

In Bild 7 ist die Beziehung (15) iiber 

} k aufgetragen. Aus dieser Kennlinie laBt 

{ | sich der Effektivwert I, als Funktion 

- von 1,, R,, w,, w, oder 4 angeben, wenn 

jeweils die tibrigen GréBen gegeben sind. 


. | Die Parallelschaltung 
! cs | : zweier Transduktorelemente 


Wir haben bisher die Wirkungsweise 

der Schaltung Bild 3 betrachtet unter der 

; 3 | Annahme, daB der Steuerstrom ein reiner 
} 0,4 0,6 0,8 4,0 3 . ; 

pee Gleichstrom sei. Nun wird aber wah- 


Bild 7. Normierte Steuerkennlinie des Transduktorelements. Aufgetragen rend der Anderun de j 
ist der bezogene Effektivwert des Arbeitsstromes iiber der Steuerkon- : § Senses oa 
et anor e Steuerwicklung eine Wechselspannung 


induziert, die recht betrachtliche Werte 
annehmen kann, da man durchweg die Windungszahl der Steuerwicklung héher wahlt als 
die der Arbeitswicklung, um mit kleinem Steuerstrom auszukommen. In der Steuerwicklung 
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wird sich also dem Steuergleichstrom ein Wechselstrom iiberlagern, der von der Hohe der 
induzierten Wechselspannung und dem Scheinwiderstand des Steuerkreises abhingt. Der 
Wechselanteil des Steuerstromes verursacht zusdtzliche Verluste und kann die Steuerwirkung 
des Transduktorelements herabsetzen. 

Zur Unterdriickung des Steuerwechselstroms kann man eine Drossel in Reihe mit der 
Steuerwicklung schalten, wie es auch bei der Aufnahme der Oszillogramme Bild 5 getan wurde. 
Eine einfache Uberlegung zeigt jedoch, daB diese Drossel bei vertretbarem Platzaufwand eine 
sehr hohe Windungszahl und damit einen groBen Ohmschen Widerstand haben miiBte, um 
trotz der Vormagnetisierung durch den Steuergleichstrom eine hinreichend groBe Induktivitat 
zu besitzen. Die bendtigte Steuerleistung stiege damit stark an. 


N 
J 


esas 


3 
a 


Rieaears 


uw 


Bild 8. Transduktor mit Ringkern, bestehend aus zwei Elementen mit gemeinsamer 
Steuerwicklung. K,, K, Bandringkerne, a,, a, Arbeitswicklungen, s Steuerwicklung. 
Rechts Darstellung der Parallelschaltung der beiden Transduktorelemente. Bei ent- 
sprechendem Wicklungssinn der Arbeitswicklungen und entsprechender Wahl der An- 
schluBklemmen werden die beiden Transduktorelemente entgegengesetzt vormagnetisiert. 
Die von den Arbeitsstr6men ta, und 7, in der Steuerwicklung induzierten Wechselspan- 


nungen heben sich dann auf. 


Diese Schwierigkeit 1aBt sich umgehen, wenn man zwei vom gleichen Steuerstrom entgegen- 
gesetzt vormagnetisierte Transduktorelemente parallel schaltet. Praktisch baut man meist 
die beiden Kerne mit ihren Arbeitswicklungen zusammen und umgibt sie mit einer oder 
mehreren Steuerwicklungen (Bild 8). 

Die magnetischen Kennlinien der beiden Kerne seien fiir die folgenden Betrachtungen 
als gleich vorausgesetzt. Wir kénnen sie uns dann itibereinandergezeichnet denken, wobei 
dem Kern K, der Arbeitspunkt A,, dem Kern K, der Arbeitspunkt A, in Bild 2 zugeordnet sei. 

Der Stromverlauf in jedem der beiden Transduktorelemente der Parallelschaltung Bild 8 
gleicht dem des Einzelelements in der Schaltung Bild 3 nur qualitativ. Mit Sicherheit kénnen wir 
sagen, da wahrend der Sattigung des Kernes kK, der Kern K, ungesattigt ist, solange der 
Steuerstrom einen bestimmten, noch naher anzugebenden Wert nicht iiberschreitet. Denn 
nach den Ausfiihrungen am Ende des ersten Abschnitts sind die Teilstréme 7,, und 7,, zeitlich 
um den Winkel a phasenverschoben und entgegengesetzt gerichtet. Der Ziindzeitpunkt t, 
(Bild ga) ist jedoch verschieden von dem Ziindzeitpunkt ¢, beim einzelnen Transduktorelement. 
Der Zeitpunkt ¢, lag ja fest durch die Zeitspanne, die der FluB in Gl. (8) bendtigte, um vom 
Anfangswert (— @,) tiber seinen Héchstwert wieder zum Wert (— ®,) zuriickzukehren. Der 
Flu8verlauf bei der Parallelschaltung ist aber ein anderer. Vernachlassigen wir wie bisher 
alle Verluste im Transduktor und nehmen auferdem in den beiden Arbeitswicklungen der 
Parallelschaltungen gleiche Windungszahlen w, an, so gilt namlich 


da beide Arbeitswicklungen an der gleichen Spannung liegen. Immer dann, wenn ein Kern 
gesattigt ist, muB also der Flu8 im anderen Kern ebenfalls auf einem konstanten Wert ver- 
harren. In Bild gc und gd ist dieser vorlaufig noch unbekannte Wert mit + ®, bezeichnet. 

Wir kommen nun zur Berechnung der in Bild 9 qualitativ gezeichneten Stréme und Fliisse 
der Parallelschaltung. Der unmittelbare Weg iiber den Einschaltvorgang, wie wir ihn beim 


22% 
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Einzelelement gegangen sind, ist hier nicht ohne weiteres gangbar. Um namlich bei der 
Schaltung Bild 8 den eingeschwungenen Zustand in endlicher Zeit iiberhaupt zu erreichen, 
miiBte man zuniichst die Ohmschen Widerstiande der Arbeitswicklungen von Null verschieden 
annehmen. Wegen der nur abschnittsweise méglichen Integration der Differentialgleichung 
wird die Rechnung dadurch sehr uniibersichtlich. Wir schlagen daher einen indirekten Weg 


ein. 


/ <sinwt+k Joa OS TaN 


Bildg. Zur Berechnung der Str6me und Fliisse der Parallel- 

schaltung Bild 8. Erlauterung im Text. Unten zum Vergleich 

Oszillogramme des Arbeitsstromes ig und des Flusses in einem 
der beiden Kerne. 


Der stationare Strom in einer Arbeitswicklung laBt sich leicht anhand der Verhaltnisse 
beim Einzelelement, wie sie im ersten Abschnitt besprochen wurden, bestimmen. Bei der 
Grundschaltung Bild 3 verlief der Strom wahrend der Zeitspanne der Sattigung langs der 
Sinuslinie. Um den entsprechenden Verlauf in den Elementen der Parallelschaltung Bild 8 
zu finden, setzen wir voraus, daB zu keinem Zeitpunkt beide Kerne gesattigt sind. Wahrend 
der Kern K, gesattigt ist, ist also der Kern K, ungesattigt. Die zum Kern K, gehérende 
magnetische Kennlinie wird also in dieser Zeit langs des Teilstiicks II (Bild 2) durchlaufen. 
Da auf K, nur die Steuerdurchflutung O, und die Arbeitsdurchflutung 0,, einwirken, gilt 


dabei 


0, = =.0, = konst. -, odeme 17. == 1 oy, 


Wahrend der Kern K, gesattigt ist, flieBt also in der Arbeitswicklung des Kerns K, der kon- 
stante Strom 


Ws 
lag x AD. Ves 
a 
oder in bezogener Darstellung 
faa Ry O29 oi ae ee 
U Wa © UW 


Weil ein Kern gesattigt ist, stellt aber die Parallelschaltung einen KurzschluB dar, d. h. der 
Strom im Arbeitswiderstand betragt jedenfalls wahrend der betrachteten Zeitspanne 


/*~ * ~ 

; Ur ows yey Ane : 

4 =—sinwt oder , = sinw?. 
Men 7) 
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Wegen 7, = 1,; + %4, mu8 daher wahrenddessen im gesittigten Zweig 1 der Strom 


; ho W. . 
tay = —— SIN wt -P = 7. 
Rk, Wa 
oder 
ta, R ; 
“t=sinwt+hk (16) 
Uu 


flieBen. Entsprechend findet man fiir den Zweig mit positiver Vormagnetisierung fiir den 
Zeitabschnitt der Sattigung 


lag It F 
ee = Sin @) 7 — (17) 


uU 


und auSerhalb der Sattigung fiir den Zweig mit negativer Vormagnetisierung: 

ve = konst. = +k. (16a) 
Damit sind die beiden Teilstréme und auch der Gesamtstrom 7, bis auf den Ziindzeitpunkt t, 
bekannt (Bild 9 a, b und e). 


Zur Berechnung von ¢, bilden wir die linearen Mittelwerte der Teilstréme in den Trans- 
duktorelementen: 


met wt, +a Aa 
ray 2 
on ite op | dwt + [ Ginot+ ido t=22k—cosot—1, (18) 
Uu 
fe) Ota 
a stp a an 
on ttis = —h | dw t+ [ Gin ot —& dot—h| do t= —2mk+oosat, +4, (19) 
7 
fo) wt n 
p 


Diese beiden Mittelwerte miissen aber aus Symmetriegriinden gleich sein. Durch Gleichsetzen 
von Gl. (18) und (19) erhalt man den gesuchten Ziindzeitpunkt: 


coswt,=2ak—1. (20) 


Setzt man Gl. (20) in (18) oder (19) ein, so folgt sofort 


tay = tag = % 


Der Strom in den beiden Transduktorelementen der Parallelschaltung Bild 8 hat also ebenfalls 
keinen Gleichanteil. 


Mit Hilfe der gefundenen Gré8e w ¢, 1aBt sich schlieBlich der FluBverlauf in den Kernen 
berechnen. Die Maschengleichungen der Parallelschaltung lauten: 


cD . . “~ . 
w, = fee Ry ei wo, (21) 
d®, __ ae, (23) 
dt dt 
Im Zeitintervall (0, ¢,) ist wegen 7,, + t. = 0 mit (21): 
rs 4 
| A= oh, | sine tdet | 
OM Wg 
~o, é (23) 
oder: Z 
Di (0s @ 1) —P. 


W Wg 
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Aus Gl. (22) erhalt man fiir den Flu8 im Kern K, mit den aus Bild 9 ablesbaren Anfangs- 


bedingungen: 
PD, aot 


dO, — ze, [ sin wtdwt, 
i OW, , ; 
°n : (24) 
®, = —“_ (1 — cos w?) + ®,. 
W We 


Die Gleichungen (23) und (24) gelten im Zeitabschnitt (0, #,); sie beschreiben den ersten 
FluBanstieg in Bild gc, d. Zur Zeit ¢, hat der FluB ®, den Wert @, erreicht; der Kern Ky 
kommt in die Sattigung. Aus (24) folgt 


“an 


Oo, = ue (2 COs wt,) + ®,, 


W Wa 


und daraus mit Gl. (20) fiir den unbekannten Wert @,: 


@, = &, ——~ (1 mh). (25) 
OW, 
In Gl. (25) wird fiir k = 1/~ der FluB ®, = @,, d.h. beide Kerne kommen fiir diesen Wert 
der Steuerkonstanten nicht mehr aus der Sattigung heraus. Entsprechend findet man fiir 
k = 1/7 aus Gl. (20) als Ziindzeitpunkt: 


coS@t,=1;, t,=—0. 


Die Stréme in den beiden Zweigen der Parallelschaltung folgen also bei diesem Wert von k 
abwechselnd einer vollen Sinushalbschwingung. Wéahrend also beim einzelnen Transduktor- 
element in der Grundschaltung Bild 3 volle Aussteuerung erst bei k = 1 vorliegt, ist die 
Parallelschaltung schon bei k = 1/z voll ausgesteuert. Daraus folgt, da8 man bei der Parallel- 
schaltung mit einer wesentlich geringeren Steuerleistung auskommt. 

Der Flu8 ®, bleibt nun zwischen ¢=¢, und t=a/w auf seinem Sattigungswert @,, 
wahrend der Flu8 ®, auf dem durch Gl. (25) gegebenen Wert — ®, verharrt. Im darauf- 
folgenden Intervall (z/w, t, + a/w) sind wiederum beide Kerne ungesattigt, die konstanten 
Stréme heben sich im Arbeitswiderstand R, auf, und es folgt mit Gl. (21) und (22) und den 
neuen Anfangsbedingungen fiir den Flu8B @,: 


wt 


2, 
| d@, = —" | sin wt dw t 
WO Wg 
oz Er 
und fiir den FluB @,: 
®, i at 
[ 4@,= Ys [ smotdor. 
WO Wa 
?, am 
Nach Integration folgt: 
Oe Oe — (1 + cost), (26) 
&, = &, — = (1 + cos @ t) (27) 
a 


giiltig im Zeitintervall (w/w, t, + 2/). Fir wot = o t, + % geht Gl. (26) mit (20) und (25) 
iitber in ®, = —®,, wahrend in Gl. (27) ©, = ®, wird. Damit sind die urspriinglichen 
Anfangsbedingungen der Gl. (23) und (24) wieder hergestellt, und das Spiel wiederholt sich 
vom Zeitpunkt 2/w an. Durch die Gleichungen (16), (17) und (20) ist der Stromverlauf 
im Transduktor vollsténdig beschrieben. Die Gleichungen (23), (24), (25), (26) und (27) 
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geben den Flufverlauf an. Zusammenfassend kénnen wir jetzt den Strom im Arbeitswider- 
stand wie folgt angeben: 


1, = 1%, + tag = 0 im Winkelabschnitt (0, o ¢,) 


(28) 


sin @ ¢ fiir w t,, 7) 


( 

und (z, wt, + 2) , 
( 
( 


und ot, +7, 2G) 5 


wobei der Winkel w ¢, durch Gl. (20) gegeben ist. 


Steuerkennlinien der Parallelschaltung 


Aus Gl. (28) lassen sich zwei wichtige Kennlinien des Transduktors Bild 8 berechnen: Der 


Effektivwert J, des Arbeitsstromes sowie der lineare Mittelwert des Betrages |7,|, wie er bei 
Gleichrichtung mittels Gleichrichter-Briickenschaltung erhalten wird, beides in Abhangigkeit 
vom Steuerstrom. Da der bezogene Arbeitsstrom 7, R,/u tiber die GréBe w t, wegen Gl. (20) 
nur von der Steuerkonstanten k abhangt, lassen sich auch hier diese Kennlinien in der vorteil- 
haften normierten Form angeben. Aus der Funktion J, R,/a@ = f(k) z. B. lassen sich fiinf 
spezielle Kennlinien durch einfache Umrechnung gewinnen, namlich J, in Abhangigkeit von 
jeweils einer der in k enthaltenen GréBen 7,, w,, w,, R, und ti. 


0,8 


0,7 


06 r — +2 


ew”: Yee 
0,5 u 


0 0 02 03 4 04 


—r 


Bild 10. Steuerkennlinie des Transduktors bestehend aus der Parallelschaltung zweier 
Elemente nach Bild 8. Bezogener Effektivwert und Gleichrichtwert als Funktion der 


Steuerkonstanten k = oe Ri|®, te 


Aus Gl. (28) folgt fiir den bezogenen Effektivwert des Arbeitsstromes: 
id Ohad neal ey simaotdwi+ f sinrtwtdwt=sinw t,cosmt, + a—ot,. 
o ty (0) tytn 
Und mit Gl. (20): 


an(I, R,/u)? = (22k —1) ) yi — (20 kh = 1)* 4-1 —<are cos (20h 1) . 


Daraus erhalt man schlieBlich fiir den gesuchten Effektivwert: 


arc COS (2a k — 1) 


V0) area HD, 


1 


Un Ue el 


w~ 
U 2 
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Der lineare Mittelwert des Betrages oder Gleichrichtwert folgt mit Bild ge gemaB 
|¢,| Ra/u = fsinwtdwai=1-+ cosot,. 
ies 
Setzt man hier den Wert fiir cos w #, aus Gl. (20) ein, so ergibt sich die bemerkenswert einfache 
Beziehung ; 
“ial Ra 


ee oder |¢,| = 2—*4,. (30) 
U Ws 


Bei gleichen Windungszahlen in Arbeitswicklung und Steuerwicklung ist also bei der Parallel- 
schaltung zweier Transduktorelemente der Gleichrichtwert des Arbeitsstromes gleich dem 
doppelten Steuerstrom. 

Die normierten Kennlinien Gl. (29) und (30) sind in Bild 10 aufgetragen. Beide Gleichungen 
gelten nur bis zur Aussteuerungsgrenze k = 1/7; anschlieBend knicken sie in einen waage- 
rechten Verlauf um. Fiir Gl. (30) liegt dieser konstante Wert beim arithmetischen Mittelwert 
2/ma der vollen Sinusschwingung, fiir Gl. (29) bei deren Effektivwert 1//2, wie man durch 
Einsetzen von k = 1/z in die Gleichungen bestatigt. 


Zusammenfassung 


Der Grundbaustein aller Transduktoren ist eine vormagnetisierte Drossel (Transduktor- 
element), die in Reihe mit einem Arbeitswiderstand an einer Wechselspannung liegt. Schaltet 
man zusatzlich eine geniigend groBe Induktivitaét in Reihe mit der Steuerwicklung, so kann 
man den Steuerstrom als reinen Gleichstrom voraussetzen. Bei Vernachlassigung der Verluste 
im Transduktorelement und bei Annahme einer rechteckigen magnetischen Kennlinie lassen 
sich Arbeitsstrom und Flu8 durch abschnittsweise Integration der zugrundeliegenden Diffe- 
rentialgleichung auf einfache Art gewinnen. Wahlt man hierbei die Richtung der Vormagneti- 
sierung und den Einschaltzeitpunkt in geeigneter Weise, so erhalt man unmittelbar nach dem 
Einschalten den eingeschwungenen Zustand. Ein Ausdruck fiir den Effektivwert des Arbeits- 
stromes beim Transduktorelement wird hergeleitet. Es zeigt sich, daB eine entsprechende 
bezogene GréBe als Funktion einer einzigen Konstanten k ausgedriickt werden kann. Diese 
sogenannte Steuerkonstante enthalt als maBgebliche GroBe den Steuerstrom und den 
Scheitelwert der Arbeitsspannung. 

AnschlieBend an die Behandlung der Grundschaltung werden der Strom- und der FluB- 
verlauf bei der praktisch wichtigen Parallelschaltung zweier Transduktorelemente berechnet. 
Der Effektivwert des Arbeitswechselstromes sowie der Gleichrichtwert werden als Funktion 
der Steuerkonstanten dargestellt. Dabei ergibt sich fiir den Gleichrichtwert ein sehr einfacher 
linearer Zusammenhang mit dem Steuerstrom. 
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Zur digitalen Berechnung der transformierten Matrizen 
von Vierpolnetzen 


Von 
GEORG NEES, Erlangen 
Mit 3 Textabbildungen 
(Eingegangen am 22. Marz 1960) 


Inhaltsubersicht; 1. Einleitung: 1.1 Allgemeines, 1.2 Voraussetzungen der Theorie — 2. Netzwerktopo- 
logie: 2.1 Zweiginzidenzmatrizen, 2.2 Vierpolinzidenzmatrizen, 2.3 Zusammenfassung der Zweig- und Vier- 
polinzidenzmatrizen — 3. Das Ohmsche Gesetz in Knotenpunkts- und MaschengréBen: 3.1 Admittanzen und 
Impedanzen, 3.2 Spannungen und Stréme, 3.3 Das Ohmsche Gesetz in den Knotenpunkts- und Maschen- 
groBen — 4. Der Aufbau der Knotenpunktsadmittanzmatrix und der Maschenimpedanzmatrix: 4.1 Der 
formale Aufbau der transformierten Matrizen, 4.2 Der anschauliche Aufbau der transformierten Matrizen — 
5. Digitale Berechnung der transformierten Matrizen: 5.1 Digitale Berechnung der Knotenpunktsadmit- 
tanzmatrix, 5.2 Der Speicherbedarf bei der Berechnung der Knotenpunktsadmittanzmatrix, 5.3 Digitale 
Berechnung der Maschenimpedanzmatrix, 5.4 Ein Beispiel. 


1. Einleitung 


1.1 Allgemeines 


In seiner Arbeit [1] berechnet U. Hater die Strom- und Spannungsverteilung in einpoligen 
Ersatzschaltungen von Drehstromnetzen auf die Weise, daB er Leitungen und Transforma- 
toren als Vierpole auffa8t und durch Vierpolmatrizen in den Kalkiil einfiihrt. Man betrachtet 
also bei diesem Verfahren Netzwerke, die neben Zweipolen auch Vierpole enthalten, U. HAIER 
spricht deshalb von Vierpolnetzen. Das Verfahren bietet gegeniiber der Beschrankung auf 
Zweipole Vorteile, da die Vierpole des Vierpolnetzes einerseits ausgedehnte Teilnetzwerke 
darstellen kénnen, anderseits durch wenige beschreibende Parameter in den Berechnungs- 
formeln vertreten sind. 

Die vorliegende Arbeit geht zunachst insofern iiber [1] hinaus, als allgemeinere Lage der 
einzelnen Vierpole im Netzwerk zugelassen wird. Damit vergréBert sich die Klasse der be- 
handelbaren Netzwerke, wenn auch die Anwendung der Theorie auf Drehstromnetze im 
Vordergrund des Interesses bleibt. Ferner wird (in Kap. 2 und 3) neben der Methode des 
Rechnens mit Knotenpunktspotentialen, mit der U. Hater sich beschaftigt, auch die Methode 
des Rechnens mit Maschenstré6men und zwar in dualer Gegeniiberstellung zum erstgenannten 
Verfahren behandelt. Der eingeschlagene Weg stellt eine konsequente Anwendung der Kron- 
schen Transformationstheorie auf Vierpolnetze dar. Die Transformationstheorie gestattet 
die Herleitung der transformierten Matrizen, also der Knotenpunktsadmittanz- und der 
Maschenimpedanzmatrix von Vierpolnetzen. Mit Hilfe dieser Matrizen kénnen dann die 
verschiedenen Aufgaben der Strom- und Spannungsberechnung in Vierpolnetzen geldst 
werden. 

Nach Durchfiihrung der allgemeinen Theorie bis zu dieser Stelle setzt (in Kap. 4) die 
eigentliche Themenstellung der vorliegenden Arbeit ein. Es zeigt sich namlich, daB die Be- 
rechnung der transformierten Matrizen nach den Kronschen Transformationsformeln mit 
Hilfe von Digitalrechenmaschinen einen sehr hohen Speicheraufwand erfordert. Der Grund 
liegt darin, daB die an den Transformationen beteiligten Matrizen zwar viele, jedoch unregel- 
maBig verteilte Leerstellen enthalten und deshalb der gedrangten Speicherung betrachtliche 
Schwierigkeiten entgegensetzen. Gliicklicherweise eréffnet sich ein in vielen Fallen giinstigerer 
Lésungsweg durch Herleitung eines bestimmten Systems kombinatorischer Regeln aus den 
Kronschen Transformationsformeln. Diese Regeln gestatten die Aufstellung der transfor- 
mierten Matrizen anhand einer Liste, in der die elektrischen Daten der Netzelemente enthalten 
sind, sowie zu jedem Netzelement die Nummern der iibrigen Netzelemente, die mit dem erst- 
genannten Element unmittelbar zusammenhdngen. Die Aufstellungsvorschriften fir die 
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transformierten Matrizen sind in die Form von Befehlen fiir Digitalrechenmaschinen gekleidet 
(Kap. 5). Fiir den Fall der Knotenpunktsadmittanzmatrix werden die Aufstellungsvor- 
schriften einschlieBlich eines praktischen Beispiels vollstandig angegeben. Im Fall der Maschen- 
impedanzmatrix beschranken wir uns auf Zweipolnetze; die Vervollstandigung der Vor- 
schriften kann dual zum Knotenpunktsfall durchgefiihrt werden. Das eben erwahnte Ver- 
fahren bringt in dem Fall, daB das betrachtete Vierpolnetz nicht zu viele Zweigkopplungen 
enthalt, erhebliche Einsparungen bei der Speicherung der Netzdaten; ein diesbeziiglicher 
Vergleich der beiden Verfahren zur Bestimmung der transformierten Matrizen, insbesondere 
im Hinblick auf die Anwendung auf Energieverteilungsnetze, wird durchgefiihrt. 

Die erwahnten kombinatorischen Regeln sind fiir den Zweipolfall bekannt, siehe [3] und [5]; 
letztere Arbeit enthalt ein ausgedehntes Verzeichnis weiterer Literatur zum Netzberechnungs- 
problem. 


1.2 Voraussetzungen der Theorie 


Bild 1a zeigt einen Vierpol mit der Numerierungs- und Orientierungsweise, die wir im 
folgenden beibehalten wollen. Der Vierpol wird durch die gestrichelte Linie in zwei ,, Vierpol- 
halften“ zerlegt. Von den Einbettungsméglichkeiten der Vierpole in ein Netzwerk schlieBen 
wir diejenigen aus, bei denen Vierpolhalften in sich selbst zuriicklaufen. Dies entspricht dem 
Verbot des Zusammenfallens der beiden Endpunkte bei einem Zweig des Netzwerks (Verbot 
der Schlingenbildung). Bei der Einbettung eines Vierpols setzen wir voraus, daB der Vierpol 
auch im umfassenden Netzwerk als Vierpol erhalten bleibt, d. h. daB der Strom, der iiber die 
Eingangsklemme einer Vierpolhalfte flieBt, mit dem Strom iibereinstimmt, der die Ausgangs- 
klemme der gleichen Vierpolhalfte verlaBt. Diese Invarianzbedingung ist ftir alle Vierpole 
eines Vierpolnetzes erfiillt, wenn ihre Ausgangsklemmen miteinander verbunden sind (Fall 
der einpoligen Ersatzschaltung eines symmetrischen Drehstromnetzes). Die Invarianz- 
bedingung kann fiir einen beliebigen Vierpol erzwungen werden, wenn man fordert, da der 
Vierpol intern iiber einen idealen Ubertrager an ein Klemmenpaar angeschlossen ist (siehe 
Bild 1b). 


| 
| 
1° | 03 
| 
4 | 2 
Un, | Uy, 
| 
20 O4 
if 


a b 


Bild 1, a Schematischer Vierpol, b Vierpol mit AnschluBibertrager. 


Die Knotenpunktstheorie und Maschentheorie sind zueinander dual. Dies zeigt sich auch 
an der Problemstellung, die den beiden Theorien zugrundeliegt: Wahrend in der Knoten- 
punktstheorie die Spannungsverteilung bei vorgegebenen Stromquellen berechnet wird, er- 
laubt die Maschentheorie die Berechnung der Stromverteilung, wenn die Spannungsquellen 
vorgegeben sind. 

Das Knotenpunktsverfahren benutzt als unabhangige Variablen die Potentiale in K—1 
Knotenpunkten des Netzwerks (der K-te Knotenpunkt dient als Bezugspunkt). Die un- 
abhangigen Variablen in der Maschentheorie sind die Stréme in den unabhangigen Maschen 
des Netzwerks, die auf eindeutige Weise iiber einen vollstandigen Baum laufen ([3], S. 57). 
Um die Verhaltnisse fiir den Fall des Vierpolnetzes besser iiberblicken zu kénnen, bilden wir 
den Begriff des Skeletts eines solchen Netzwerks: Das Skelett bestehe aus den Zweigen und 
den mit Hilfe von Zweigsymbolen dargestellten Vierpolhalften. Bild 2 zeigt ein Beispiel. 

Wir miissen nun zwei Voraussetzungen machen, die eine gewisse Einengung des mit den 
vorgelegten Verfahren erfaBbaren Aufgabenkreises mit sich bringen. Vor allem fordern wir, 
daB das Skelett der betrachteten Netzwerke zusammenhingend ist, wir schlieBen m. a. W. 
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aus, dai die Netzwerke in galvanisch getrennte Teilnetzwerke zerfallen. In bezug auf das 
Maschenverfahren wollen wir annehmen, daB nur die Zweige eines Systems unabhangiger 
Zweige ({3], S. 57) Spannungsquellen enthalten. Diese Postulate erméglichen die Aufstellung 
eines Systems unabhangiger Maschen im Netzwerk mit Hilfe eines einzigen im Skelett ge- 
bildeten vollstandigen Baumes so, daB zu jeder Masche genau eine EMK gehért. 


Bild 2. Skelett eines Vierpolnetzes. 


2. Netzwerktopologie 


Das Gefiige eines bestimmten Netzwerks beschreiben wir dadurch, da8 wir die Zusammen- 
hangs- oder Inzidenzbeziehungen seiner Elemente angeben. Wir legen dieser Beschreibung 
eine feste Numerierung aller Elemente des betrachteten Netzwerks zugrunde und zwar 
numerieren wir die verschiedenen Arten von Elementen jeweils fiir sich. Es sei 

K die Anzahl der Knotenpunkte 
a die Anzahl der Zweige 


n die Anzahl der unabhangigen Maschen 
g die Anzahl der Vierpole 


des Netzwerks. Die Numerierung erlaubt nun die Definition der Inzidenzmatrizen, die das 
Gefiige des Netzwerks eindeutig wiedergeben. 


2.1. Zweiginzidenzmatrizen 


Wir orientieren jeden Zweig eines Netzwerks, indem wir ihn bepfeilen und vereinbaren, 
daB der Orientierungspfeil vom Endpunkt des Zweiges zum Anfangspunkt weist. Es gelte 
dann 
Definition 1. Ist # ein Knotenpunkt, k ein Zweig, so ergibt sich die Inzidenzzahl z,, wie 
folgt: 


1, wenn / der Anfangspunkt von # ist 
yp = 4— 1, wenn h der Endpunkt von h ist 
o, wenn # und k nicht inzidieren (zusammenhiangen) . 


Die Matrix 


MP =|: (1) 
Wiz lo! a; 36 TUK « 


heiBt die Knotenpunkt-Zweig-Inzidenzmatrix des betrachteten Netzwerks (B = branch). 
Definition 2. Ist # ein Zweig, k eine Masche, so ergibt sich die Inzidenzzahl /,, wie folgt: 
1, wenn f/ und & gleichsinnig inzidieren 


Ane = 4— 1, wenn h und & gegensinnig inzidieren 
o, wenn fh und k nicht inzidieren . 


Die Matrix 


yaad oe 
CP =|: (2) 
Vena ws 


heiBt die Zweig-Maschen-Inzidenzmatrix. 
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2.2 Vierpolinzidenzmatrizen 


An die Stelle des Zweiges tritt jetzt die Vierpolhalfte. 
Definition 3. Ist # ein Knotenpunkt, k ein Vierpol, k, eine Halfte des Vierpols k, so ergibt 
sich die Inzidenzzahl z,,, wie folgt: 
1, wenn h der Anfangspunkt von hy ist 


— 41, wenn / der Endpunkt von hk, ist 
o, wenn f/ und ky, nicht inzidieren . 


Th = 


Wir fiihren die Bezeichnung 


Tie = (Tani Tanel (3) 
ein. Die Matrix 
Tee Tg | 
MY =|: | (4) 
Rey... Rg 


heiBt die Knotenpunkts-Vierpol-Inzidenzmatrix. 
Definition 4. Ist h, eine Vierpolhalfte, k eine Masche, so ergibt sich die Inzidenzzahl /,,, 


wie folgt: 


— 1, wenn fy und k gegensinnig inzidieren 


1, wenn hy, und k gleichsinnig inzidieren 
Paok = 
o, wenn fA, und # nicht inzidieren . 


Wir fithren die Bezeichnung 


ein. Die Matrix 


heiBt die Vierpol-Maschen-Inzidenzmatrix. 


2.3. Zusammenfassung der Zweig- und Vierpolinzidenzmatrizen 
Aus den Matrizen M? und M" bilden wir die ,,Knotenpunktsinzidenzmatrix‘‘ 
M—([M* M’), (7) 


entsprechend entsteht aus C? und C€” die ,,Mascheninzidenzmatrix‘‘ 
CF 
Cae. (8) 


3. Das Ohmsche Gesetz in Knotenpunkts- und MaschengréBen 
3.1. Admittanzen und Impedanzen 


Wir fiihren folgende Matrizen ein: 
Zweigadmittanzmatrix 


x4 1 wie) 2 a 
y* =|: f (9) 
ype ne 
Zweigimpedanzmatrix 
£11 = L1% 
Ze alae é (10) 
Z vA 
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,, Vierpoladmittanz-Gesamtmatrix“‘ 


Vi 0 
Vite =|, (11) 
Oa en) ae 
, Vierpolimpedanz-Gesamtmatrix‘‘ 
Zee 0 
Ze (12) 
O mL 
Die Elemente von (11), (12) sind die Vierpoladmittanz- bzw. Vierpolimpedanzmatrizen 
vee yee Viet Zi 
Y= ee =i Jb = Bi eh Pig 1 om ks (13) 


Aus (9), (11) bzw. (10), (12) gewinnen wir die beiden Matrizen 


, V2.6 F fil E00) 
i 0 y" , ay 0 VAu ) (14) 
die wir als , Admittanzmatrix“ und ,, {mpedanzmatrix“ des betrachteten Netzwerks bezeichnen. 


3.2. Spannungen und Stréme 


Es seien 


Uj, Tj 
Be | ail lea lt eG (16) 


die Spannungs- bzw. Stromvektoren der Vierpole, so kann man den _,,Vierpolspannungs- 
Gesamtvektor“ und den ,, Vierpolstrom-Gesamtvektor‘‘ des Netzwerks wie folgt anschreiben: 


U, ity 
Cr | | ee, (17) 
U, ip 


Die Ausdriicke (15), (17) liefern den ,,Spannungsvektor‘‘ und den ,,Stromvektor‘ des Netz- 


werks: 
ue ihe 
Ul = ee I= i (18) 


DaB in den Formeln (7), (18) usw. Skalare und Matrizen gemischt werden, bedeutet keine 
Gefahr, da bei irgendwelchen Rechnungen nur Skalare mit Skalaren und Matrizen mit Matrizen 
in Beziehung treten. AuBerdem gehorchen sowohl Skalare als auch Matrizen in bezug auf 
Addition und Multiplikation den gleichen Axiomen, wenn man vom Kommutativgesetz der 
Multiplikation absieht. 


3.3. Das Ohmsche Gesetz in den Knotenpunkts- und MaschengréBen 


Die zu einer Formel duale Formel kennzeichnen wir durch den Buchstaben d. Das Ohmsche 
Gesetz in den eingefiihrten GréBen lautet 
YU=I, ZI=U. (19, d) 
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Sind 
81 “ 
§K-1 on 


die Vektoren der eingepragten Stréme bzw. Spannungen des Netzwerks (A bezeichnet den 
Nullpunkt), so sind 


g—MI=0, e—C,U=0 (21, d) 


die Ausdriicke fiir das erste bzw. zweite Kirchhoffsche Gesetz; die Matrix M entsteht aus der 
Matrix M durch das Weglassen der letzten Zeile von M. 

Wir fiihren nun die auf den Nullpunkt bezogenen Knotenpunktspotentiale v, (die Knoten- 
punktsspannungen) bzw. die (unabhadngigen) Maschenstréme 7,, ein und fassen sie zu den 
(unbekannten) Vektoren 


Ore ia 
Cia le 4 jal: (22, d) 
UK-1 4, 
zusammen. 
Die Gleichung 
U= M, v (23) 


stellt jede Zweig- und Vierpolspannung als Differenz der Knotenpunktsspannungen des An- 
fangspunktes und des Endpunktes des betreffenden Zweiges bzw. der betreffenden Vierpol- 
halfte dar. Entsprechend stellt die Gleichung 


1=Ci (23) 
jeden Zweig- und Vierpolstrom als Summe der Maschenstréme in den Maschen des Netzwerks 
dar, die mit dem betreffenden Zweig bzw. der betreffenden Vierpolhalfte inzidieren. 

Aus (19, d) und (23, d) folgt 
Y M,v =1, ZCi=U. (24, d) 
Multipliziert man (24) von links mit M, (24, d) von links mit C,, so erhalt man unter Beachtung 
von (21, d) 
MY M,v=g, C,ZCi=e. (25, d) 
Mit Hilfe der Abkiirzungen 
MY M,=y, CZC=% (26, d) 
ergibt sich das Ohmsche Gesetz in den neuen Formen 
gjg=yv, Dis ph. (27, d) 


Es ist y die Knotenpunktsadmittanzmatrix, 2 die Maschenimpedanzmatrix des betrachteten 
Netzwerks. Die Bestimmung der Unbekannten » bzw. 7 aus den Gleichungen (27, d) lést 
viele Netzrechenaufgaben. Das eigentliche Problem ist also die Ermittlung von y oder 2. 


4, Der Aufbau der Knotenpunktsadmittanzmatrix und der Maschenimpedanzmatrix 
4.1. Der formale Aufbau der transformierten Matrizen 


Wir vermerken zunachst, daB der Unterschied zwischen Zweigen und Vierpolen in den 
transformierten Matrizen y bzw. z nicht mehr auftaucht. Ist also z. B. eine Knotenpunkts- 
admittanzmatrix gegeben, so kann man aus ihr nicht ohne weiteres entnehmen, ob das Netz- 
werk, aus dem sie abgeleitet ist, Vierpole enthalt oder nicht. Ferner ist zu beachten, daB die 
transformierten Matrizen nicht notwendig symmetrisch zu sein brauchen. 
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Ausfithrlich geschrieben lautet (26, d) 
eros il BY 
o ¥’| |m’|’ 


emroren (Soller 


Der Querstrich in (28) bedeutet die Streichung der letzten Zeile im M® und M” . Aus (28, d) 
folgt durch Ausmultiplizieren 


y= (wea). 


y = MY? MP 4 MY MY, 
=y+y 


= | 


O22 OF OUD) CF, Ce 
= ge 2! | 
def 
Unter Beachtung von (1), (2), (4), (6) erhalt man aus (29, d) die Formeln 
y” = (Via) > wP = (25) py) » (30, d) 
y! = (Vig) > ah = (Zh 47) + (31, d) 
Jee pes NOE ORL ee [|p = ete No Tee 
males (32, d) 
Hee x LAr heges We Seeker aa a, eo Ore 
E p 
Vi RS ao ela Me h,k=1,...,K=1, 
oe (33, d) 


Pp 
oV — L, —— 7 
One kt — De (Ayn): Z, A, 4" > ie a carat bas 


r=1 


Verwendet man (3), (5), (13), so kann man auch (33, d) in skalare Form iiberfiihren 


Mali s ACe re Thy Toga, a gee Thy 3 Ty, y 2 + Se Mya Wi es 6 ye Tonya Wiy2) , | 
Vike Reel etre ede 
(34, d) 


I 
OE Pe tea bys Wey 24) 


Die Ausdriicke (32, d) und (34, d) dienen im nachsten Abschnitt zur Erlauterung des anschau- 
lichen Aufbaues der Matrizen y und 2. 


4.2. Der anschauliche Aufbau der transformierten Matrizen 


Die Formeln (32, d) und (34, d) zeigen, daB die Elemente der transformierten Matrizen 
nichts anderes als Summen von positiv oder negativ gezahlten Zweigleitwerten bzw. Zweig- 
widerstanden und Vierpolleitwerten bzw. Vierpolwiderstanden sind. Die jeweiligen Vor- 
zeichen der einzelnen Summanden werden durch Produkte aus je zwei Inzidenzzahlen 
bzw. A bestimmt. Da die Inzidenzzahlen anschauliche Bedeutung haben und die Zweig- bzw. 
Vierpoldaten gegeben sind, kann man die Ausdriicke (32, d) und (34, d) zur anschaulichen 
Ermittlung der transformierten Matrizen beniitzen. Wir bezeichnen die Admittanzen bzw. 
Impedanzen in den nichtverschwindenden Summanden der rechten Seite der Formeln (32, d) 
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und (34, d) als Partialadmittanzen bzw. Partialimpedanzen der Admittanzen bzw. Impedanzen 
auf den linken Seiten der gleichen Formeln. Um die anschaulichen Regeln zur Herleitung 
der transformierten GroBen bequem und fiir die digitale Auswertung hinreichend exakt 
formulieren zu kénnen, fiihren wir in den nachstehenden Definitionen einige Abkiirzungen 


fiir Aussagen ein. 


Definition 5. 
ee EN ‘re Da) ist Abkiirzung von ,,Y,, ist positiv gezahlte Partialadmittanz von yz A 
NEY os Vn 3) ist Abktirzung von ,,Y,, ist negativ gezahlte Partialadmittanz von Yi : 
»PP(Z,,, 22, 4) ist Abkiirzung von ,,Z,, ist positiv gezahlte Partialimpedanz von ab 
»NP(Z,,, 22, ,) ist Abkiirzung von ,,Z,, ist negativ gezahlte Partialimpedanz von goa 
Definition 6. 
»PP(Y*, y,,)° ist Abkiirzung von ,,Y?° ist positiv gezahlte Partialadmittanz von Yan" 
»NP(Y2, yy.) ist Abkiirzung von ,,Y%° ist negativ gezahlte Partialadmittanz von Yaw : 
SP PRZ 2) ) ist pAbkurzineavon WAL ist positiv gezahlte Partialimpedanz von Z}, ,/ 


€ 


r 
»NP(Z*, 2¥,,,)° ist Abktirzung von ,,Z%? ist negativ gezahlte Partialimpedanz von 2;,,,". 


Das Zeichen ,,<>‘‘ bedeute ,,dann und nur dann”. 


Definition 7. ,,PI(r, h) ist Abkiirzung von ,,Das Element 7 inzidiert positiv mit dem 
Element h‘‘. ,,NI(r, h)“ ist Abkiirzung von ,,Das Element 7 inzidiert negativ mit dem Ele- 
ment A‘. Ist dabei vy ein Knotenpunkt, / ein Zweig oder eine Vierpolhalfte, so heiBt positive 
(negative) Inzidenz, da8 v der Anfangspunkt (Endpunkt) von / ist. Ist jedoch 7 ein Zweig, 
h eine Masche, so heiSt positive (negative) Inzidenz, daB v und h gleichsinnig (gegensinnig) 
inzidieren. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die kombinatorischen Regeln anzugeben: 


Regel 1. PP(Y,,, yp ,) + (Pir, h) und PI(s, k)) oder (NI(r,h) und NI(s, k)), wobei 
Py 8 = Ts oo Oh WING! 1, (PS Hy oc op LT 

Die erste kombinatorische Regel kann umgangssprachlich folgendermaBen formuliert 
werden: Y,, ist positiv gezahlte Partialadmittanz von y}, dann und nur dann, wenn der 
Knotenpunkt / Anfangspunkt des Zweiges 7 und gleichzeitig der Knotenpunkt k Anfangs- 
punkt des Zweiges s ist, oder wenn der Knotenpunkt # Endpunkt des Zweiges 7 und gleich- 
zeitig der Knotenpunkt k Endpunkt des Zweiges s ist. 

DaB Regel 1 tatsachlich ein wahrer Satz ist, folgt sofort aus Formel (32), wenn man Defi- 
nition 1 in Abschnitt 2.1 beachtet. 

Regel 2. NP(Y,,,92,) ~ (Pl(r, 4) und NI(s, k)) oder (NI(7y, hk) und PI(s, k)), wobei 
PS SETS ooo 9 Ch UNG TE 12 S= ies so 5 KL. 

Regel 1d. PP(Z,,, 25) ~ (PI@,%') und Pils, k)), oder (NI(7, h \sund Nis ka) 
IMODGLF noi cl es. KOR UID GH ieee aac 

Regel 2d. NP(Z,,, 25,4.) > (Pir, h’) und NI(s, k')) oder. (NIV, 1’) und Pi(s,k")): 
WOMEN GS, S Sa Gl ey heel Wy Je = Ty, 

Regel 3. PP(Y?’, yi,) - (Pl(7,, 4) und PlI(r,,k)) oder (NI(r,,h). und NI(r,, k)), 
WODCU i =251h 5 OounG ja Merete 1 Ie 

Regel 4. NP(Y%’, yi4) + (Pl(r,, 2) und NI(r,,k)) oder (NI(r,,h) und PI(y,, b)), 
WODEY fac dy ee Qt i keene eee te 

Regelesd. se Piz 12, ), ~ (Pl(v,, h') und PI(r,,k')) oder (NI(r,, h') und NI(y,, k’)), 
WODCLY = tot mee ROUUNCIL, ee nantes. AER 

Regel 4d. NP(Z)”, 24, y,) (PL (ry) und NI(rj k')) oder (NI(r,, h') und PI(r,, k')), 
WODEIS i= Ha. ys Jae pean ee yy 
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Auch die Giiltigkeit der Regeln 2 bis 4d erkennt man aus den Formeln (32, d) und 
(34, d) wenn man dieDefinitionen 1 bis 4 in den Abschnitten 2.1 und 2.2 heranzieht. Es folgen 
daher, wiederum im Hinblick auf die Formeln (32, d) und (34, d), die Satze: 


Satz 1. Die Knotenpunktsadmittanz y,,, wobei 1 <h< K,1<k< K, ist die Summe 
aller Partialadmittanzen Y,, mit der Eigenschaft PP(Y,,, yy ,), wobei1 <r <a,1<s <a, 
und aller Partialadmittanzen Y%? mit der Eigenschaft PP(Y%’, y;,,) wobei 1<7r<q, 
vermindert um die Summe aller Partialadmittanzen Y,, mit der Eigenschaft NP(Y,,, v?,), 
wobeil 1 [7 Xa, 1 Ss <a, und aller Partialadmittanzen ee mit der Eigenschaft 


NPAY ry), wobei 1 7S ¢. 


Satz id. Die Maschenimpedanz z,,,, wobei 1 <h'’ Sn, 1 Sk’ <n, ist die Summe 
aller Partialimpedanzen Z,, mit der Eigenschaft PP(Z,,, 2%, ,,), wobei1 Sr Sa,1<s Sa, 
und aller Partialimpedanzen 2%’ mit der Eigenschaft PP(Z%°, zj,,,), wobei 1 <7 <@Q, 
vermindert um die Summe aller Partialimpedanzen Z,, mit der Eigenschaft NP(Z,,, 27, ,,), 
wobei 1 [7 Sao, 1 Ss Xa, und aller Partialimpedanzen Lee mit der Eigenschaft 
NP(Ze 2) ,,,), wobel VS 7 = op. 

Im folgenden Kapitel wenden wir die kombinatorischen Regeln auf das Problem der 
digitalen Berechnung der transformierten Matrizen an. 


5. Digitale Berechnung der transformierten Matrizen 


Wir beginnen mit der Behandlung der Knotenpunktsadmittanzmatrix. Das Verfahren 
zur Berechnung der Maschenimpedanzmatrix werden wir nur skizzieren, da der Berechnungs- 
gang ahnlich ist, wie im Knotenpunktsfall. 


5.1 Digitale Berechnung der Knotenpunktsadmittanzmatrix 


Das geschilderte Verfahren ist selbstverstandlich nicht das einzig mdgliche. Es ist mannig- 
fach variierbar. Wesentlich ist, zu zeigen, wie die kombinatorischen Regeln auf die fiir die 


Digitalrechnung typische Datenspeicherung angewendet werden kénnen. 

Wir werden in Abschnitt 5.2 die Einsparung angeben, die im Fall fehlender oder weniger 
Zweigkopplungen erzielt werden kann, wenn man die Knotenpunktsadmittanzmatrix nicht 
nach Formel (29), Abschnitt 4.1, berechnet und zu diesem Zweck alle wesentlichen Elemente 
der Matrizen M®, M’, V2 und Y” speichert, sondern das von uns vorgeschlagene Speicherungs- 
und Berechnungsverfahren benutzt. 


Wir nehmen an, da8 eine sogen. Speicherfunktion S vorgegeben ist, die dem geordneten 
Knotenpunktspaar (h,k), wobei h=k sein kann, zwei Zellen S,(h,k) und S,(h, k) des 
Speichers der betrachteten Rechenmaschine zuordnet. In der ersten dieser Zellen wird der 
Realteil, in der zweiten der Imaginarteil der Knotenpunktsadmittanz y,, gespeichert. 


Ist 7 ein Zweig, so sei A(r) die Nummer des Anfangspunktes, E(r) die Nummer des End- 
punktes von 7. Ein Zweigpaar (r,s) mit y 4 s, dessen Kopplungsadmittanz Y,, nicht ver- 
schwindet, nennen wir wesentlich. Das betrachtete Netz habe « Zweige, f wesentliche Zweig- 
paare und » Vierpole. Es sei nun angenommen, da jedem Zweig 7 im Speicher des Rechners 
ein Block von Zellen zugeordnet ist, der alle den Zweig kennzeichnende Daten enthalt. Das 
Schema 1 zeigt einen solchen ,,Zweigblock‘‘. Links von den Doppelpunkten stehen die Num- 
mern der Speicherzellen, rechts davon die Zahlen, die in den betreffenden Zellen enthalten 
sind. 


Ganz entsprechend soll fiir eines von je zwei wesentlichen Zweigpaaren (7, s) und (s, 7) 
ein ,,Zweigpaarblock‘‘ und fiir jeden Vierpol 7 ein ,,Vierpolblock‘‘ im Speicher existieren, 
siehe Schemata 2 und 3. 
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Die Gesamtheit der Zweig-, Zweigpaar- und Vierpolblécke (zusammenfassend Daten- 
blécke genannt) enthalt alle Daten des Netzes, einschlieBlich des topologischen Zusammen- 
hangs, denn es existieren sicher auBer den Knotenpunkten, die mit Zweigen oder Vierpolen 
inzidieren, keine weiteren Knotenpunkte im Netz. Man benétigt also keine gesondert ge- 
speicherten Inzidenzmatrizen, was wesentlich zu der Einsparung von Speicherplatzen beitragt. 


T > A(r,) 
Tote le (G4) 
t+2 :A(r) 
t+ 3 : E(rs) 


ToawoRe (yes 


) 

Gab 8 lb) 

) co 6, HReEK) 

oti : Ey) veh 7) le ¥ 2?) 

o4-2 =: A\s) To 8 a2 Rei(¥4) 

o+3 : E(s) t+ 9 Im (¥2%) 

o+4 : Re(Y;5) adore (453) 

Gah 2 ism.) Tie tie Tm (¥e3) 
Schema 2 Schema 3 


Die Berechnung der Knotenpunktsadmittanzmatrix erfolgt mit Hilfe von Satz 1. Man 
braucht namlich nur anhand der Datenblécke alle Partialadmittanzen zu bilden, die tiberhaupt 
existieren, d. h. mit den oben aufgestellten kombinatorischen Regeln 1 bis 4 vertraglich sind 
und sie gemaB Satz 1 in der richtigen Weise zu addieren. Die Rolle des ,, Verteilers‘‘ der Partial- 
admittanzen spielt dabei die oben eingefiihrte Funktion S(h, k). Es ist selbstverstandlich 
streng darauf zu achten, daB bei der Auswertung der Datenblécke alle in den Auswertungs- 
befehlen erscheinenden Zahlen A(r) bzw. E(r), wobei 1 <7 <a, von der Nummer K des 
Bezugsknotenpunkts des betrachteten Netzwerks verschieden sind. 


Zu Beginn der Rechnung sei angenommen, daB alle Zellen, in denen Knotenpunktsadmit- 
tanzen gespeichert werden sollen, mit null geladen sind. Die Auswertung eines beliebigen 
Zweigblocks (siehe Schema 1) geschieht dann durch folgende Befehle 


1. Addiere Re (Y,,) zum Inhalt von —_S,(A(r), A(7)) 
2. Addiere Im(Y,,) zum Inhalt von  S,(A(r), A(7)) . 
3. Addiere Re (Y,,) zumInhaltvon S,(E(r), E(v)) . 
4. Addiere Im(Y,,) zum Inhalt von —_S,(E(r), E(v)) . 
5. Subtrahiere Re(Y,,) vom Inhalt von  S,(A(r), E(r)) . 
6. Subtrahiere Im(Y,,) vom Inhalt von  S,(A(7), E(v)) . 
7. Subtrahiere Re(Y,,) vom Inhalt von —S,(E(r), A(r)) . 
8. Subtrahiere Im(Y,,) vom Inhalt von  S,(E(v), A(r)) . 


Die Berechtigung der Befehle 1 bis 4 sieht man ein, wenn man die kombinatorische Regel 1 
auf den Fall y=s und h=k spezialisiert: PP(Y,,, y2,) — PI(r,h) oder NI(r,h). Die 
Regel sagt, daB Y,, positiv gezahlte Partialadmittanz der Admittanzen y?, ist, wenn h ein 
Randpunkt von y ist. Ebenso kann man die Befehle 5 bis 8 durch Spezialisierung der Regel 2 
auf den Fall y = s rechtfertigen: NP(Y,,, vi.) <- (PI(r,h) und NI(r, k)) oder (NI(r, h) 
und Pl(r, k)), d.h. NP(Y,,,y?,) dann und nur dann, wenn 7 durch die Punkte / und k be- 
grenzt wird. 


Sind alle Zweigblécke ausgewertet, so fahrt man mit den Zweigpaarblécken fort. Hier 
sind im Hinblick auf Satz 1 und die kombinatorischen Regeln 1 und 2 folgende Befehle aus- 
zufiihren: 
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1. Addiere Re (Y,,) zum Inhalt von —S,(A(r), A(s)). 
2. Addiere Im(Y,;) | zumInhalt von — S,(A(r), A(s)) . 
3. Addiere Re (Y,,) zumInhalt von —S,(A(s), A(r)) . 
4. Addiere Im (Y,,) zum Inhalt von _ S,(A(s), A(7)) . 
5. Addiere Re (Y,;) zumInhalt von  S,(E(r), E(s)) . 
6. Addiere Im (Y,,;) zumInhalt von  S,(E(r), E(s)) . 
7. Addiere IRS (Og) zum Inhalt von S,(E(s); Ey). 
8. Addiere Maal (59) zum Inhalt von S,(E(s), E(r)). 
9g. Subtrahiere ING C4) vom Inhalt von —$,(A(r), E(s)) . 

10. Subtrahiere Im (Y,,) vomInhalt von  S,(A(r), E(s)). 
11. Subtrahiere Re(Y,,) vomInhalt von — S,(E(s), A(7)) . 
12, Subtrahiere Im(Y,,) vomInhalt von  S,(E(s), A(7)). 
13. Subtrahiere Re (Y,,) vomInhalt von S,(E(r), A(s)) . 
14. Subtrahiere Im(Y,,) vom Inhalt von  S,(E(r), A(s)). 
15. Subtrahiere Re(Y,,) vomInhalt von  S,(A(s), E(r)) . 
16, Subtrahiere Im(Y,,) vomInhalt von  S,(A(s), E(r)) . 


Die Behandlung der Vierpolblécke erfolgt hinsichtlich der einzelnen Vierpolhalften analog 
zur Behandlung der Zweigblécke, hinsichtlich der Kopplungsdaten der Vierpole analog zur 
Behandlung der Zweigpaarblocke. Der Unterschied zu den Zweigpaarblocken liegt darin, 
da8B durch die Auswertung der Vierpolblécke im allgemeinen Fall eine Asymmetrie der Knoten- 
punktsadmittanzmatrix erzeugt wird. Die Befehlsfolge enthalt bei Beachtung aller mit den 
kombinatorischen Regeln 3 und 4 vertraglichen Méglichkeiten die nachstehend aufgefithrten 
32 Befehle. 


1. Addiere Ke (52) zum Inhalt von —S,(A(r,), 4(”)) - 

2. Addiere Im (Y}?) | zum Inhalt von —S,(A (74), A(%)) . 

3. Addiere Re(Y14) zum Inhalt von S,(E(r,), E(%,)) - 

4. Addiere Im(¥Y}4) zum Inhalt von —S,(E(r,), E(%)) 

5. Addiere Re (¥Y??) zum Inhalt von  S,(A(v,), A(r2)) - 

6. Addiere Im (Y¥?) zum Inhalt von —S,(A(r,), A(r2)) - 

7. Addiere Re (Y2?) zumInhalt von  S,(E(r,), E(r.)) . 

8. Addiere Im (Y}?) zum Inhalt von —S,(E(r,), E(7.)) « 

g. Subtrahiere Re(Y}1!)  vomInhalt von — S,(A(%), E(7)) . 
10, Subtrahiere Im (Y}1) vom Inhalt von — S$,(A(n), E(%)) - 
11. Subtrahiere Re(x2?) vom Inhalt von Si(E(7,), A) - 
12. Subtrahiere Im (Y}") vom Inhalt von — S,(E(v,), A(7)) - 
13. Subtrahiere Re (¥??) vom Inhalt von —S,(A(r), E(7)) - 
14. Subtrahiere Im(Y%*) vom Inhalt von — S,(A(rq), E(r)) - 
15. Subtrahiere Re(¥Y?*)  vomInhalt von  S,(E(r), A(v,)) - 
16. Subtrahiere Im (32 2) vom Inhalt von S(E(re), A (72) A 
17. Addiere Re(¥1?) zum Inhalt von  S,(A(r,), A(7q)) - 
18. Addiere Im (Y}#) zum Inhalt von ——S,(A(r,), A(ve)) - 
ig. Addiere Re (Y¥?*) zum Inhalt von —S,(A(7_), A(%)) - 
20. Addiere Im (¥ 23) zum Inhalt von —S,(A (rg), A(1)) - 
21. Addiere IRGA(VES) zum Inhalt von = S,(E(7), E(72)) - 
22. Addiere Im (Y}*) zum Inhalt von S,(E(7,), Elr,)) - 
23. Addiere Re (¥ 3+) zum Inhalt von Si(E (vq), £%)) - 
24, Addiere Im (¥24) zum Inhalt von S(E(r_), E(1)) - 
25. Subtrahiere Re(V}?) vom Inhalt von S(A (7), E(79)) - 
26. Subtrahiere Im(Y}?) — vom Inhalt von Se(A(r,), E(?9)) - 
27. Subtrahiere Re(¥Y?!) vomInhalt von  S,(E(r9), A(r,)) - 
28. Subtrahiere Im (¥?1) vom Inhalt von —-S,(E (rg), A(14)) - 
29. Subtrahiere Cg) vom Inhalt von —_S,(E(7,), A(7)) - 
30. Subtrahiere Im(¥}?) vom Inhalt von — S,(E(r,), A(r9)) - 
31. Subtrahiere Re (Y?!) vom Inhalt von — S,(A(rq), E(r,)) - 
32. Subtrahiere Im (Y? } vom Inhalt von S,(A (79), E(”)) : 
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Die Befehlsgruppe 1 bis 8 steht in Beziehung zu folgender Spezialisierung von Regel 3: 
PP(Y*, ¥,,) > Pl(r,,h) oder NI(r,,h). Entsprechend bezieht sich die Befehlsgruppe 9 


bis 16 auf folgende Spezialisierung von Regel 4: NP(Y*%*%, y),) ~ (Pl(r, 2) und NI(7,, k)) 
oder (NI(r,, h) und PI(r,, k)). 


3.2 Der Speicherbedarf bei der Berechnung der Knotenpunktsadmittanzmatrix 


Berechnet man die Knotenpunktsadmittanzmatrix mit Hilfe von Formel (29) und speichert 
man dementsprechend alle Elemente der Matrizen M®, M’, das obere Dreieck der Matrix Y? 
und alle Matrizen Y, fiir h =1,..., g, so erhalt man bei getrennter Speicherung von Real- 
und Imaginarteilen im Hinblick auf die Formeln (1), (3), (4), (9), (11) und (13) einen Gesamt- 
speicherplatzbedarf fiir die Vorgabewerte von 


P, = (K—1) (a +29) +a(a +1) +89 (35) 


Zellen. Der Speicherplatzbedarf wiirde sich wahrscheinlich noch betrachtlich erhéhen, wenn 
man auf Formel (29) ein fertiges Bibliotheksprogramm zur Multiplikation asymmetrischer 
Matrizen anwenden wollte. 

Benutzt man das in Abschnitt 5.1 erlauterte Verfahren, so hat man a Zweigblécke, 
0,5 (a2 — a) Zweigpaarblécke und q Vierpolblécke zu speichern, so dafi der Gesamtspeicher- 
platzbedarf fiir die Vorgabewerte 


P, = 44 + 3(0? —a) + 129 (36) 


Zellen betragt. Ist K = 101, a = 100, y = 50, so ist P, = 30500, P, = 30700, das zweite 
Verfahren bringt also bei Einbeziehung aller méglichen Zweigkopplungen keinen Vorteil 
hinsichtlich des Speicherplatzbedarfs. Verschwinden alle Zweigkopplungen, so ist P, = 
(K —1) (a +29) +2a+ 8 = 20600 und P, = 4a+12y=1000. Das verbliiffende Ver- 
haltnis zwischen P, und Py, liegt in diesem Fall natiirlich daran, daB man beim zweiten Ver- 
fahren keine Angaben dariiber macht, mit welchen Netzelementen ein bestimmtes Element 
nicht inzidiert. Wir haben damit die Extremfalle herausgegriffen. Liegen 3000 Zweig- 
kopplungen vor (wobei die Frage beiseitegelassen sei, welchem realen Netz dieser Fall ent- 
sprechen soll), so ist P, = 19000, so da8 das zweite Verfahren immer noch vorteilhafter 
ist. 


5.3 Digitale Berechnung der Maschenimpedanzmatrix 


Die Datenblocke und Befehlsfolgen zur Berechnung der Maschenimpedanzmatrix kénnen 
dual zu den entsprechenden Datenblécken und Befehlsfolgen im Knotenpunktsfall aufgestellt 
werden. Vorgegeben sei wiederum eine Speicherfunktion S, die jetzt dem geordneten Maschen- 
paar (1', k'), wobei h' = k' sein kann, zwei aufeinanderfolgende Zellen S,(h’, k') und S,(h', k') 
zuordnet. In der ersten dieser Zellen wird der Realteil, in der zweiten der Imaginarteil der 
Maschenimpedanz Z,,,, gespeichert. 


Wir werden nachfolgend den vereinfachten Fall der kopplungsfreien Zweipolnetzwerke 
explizit behandeln. Ist 7 ein Zweig, so seien M,(7),..., M,,(r) die mit Vorzeichen versehenen 
Nummern der Maschen, mit denen der Zweig 7 inzidiert. Das Vorzeichen von M,,(r) ist positiv 
(negativ), wenn s gleichsinnig (gegensinnig) mit 7 inzidiert. Schema 4 zeigt den Zweigblock 


fiir den Maschenfall. 


Q > M,(r) 


Mae (peal M4,(7) 


Q + by : Re (Zyr), 
arid ap wh (eS Ma (Pap) 


Schema 4 
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Die Auswertung des Zweigblocks geschieht durch die folgenden, mit den kombinatorischen 
Regeln 1d und 2d vertraglichen Befehle. 
Addiere sgn (M,(7)) sgn (M,(r)) Re (Z,,) zum Inhalt von S,(|M,(v)|, |M,(r)|) , 
Addiere sgn (M,(r)) sgn (M,(r)) Im (Z,,) zum Inhalt von S,(|M,(7)|, |/,(v)|) , 


dabei laufen s und ¢ von 1 bis #,. 


5.4 Ein Beispiel 


Wir stellen uns die Aufgabe, die Knotenpunktsadmittanzmatrix des in Bild 3 gezeigten 
Netzwerks zuerst mit Hilfe von Inzidenzmatrizen, dann aber nach dem kombinatorischen 
Verfahren zu berechnen. Bezugspunkt ist Knoten- 
punkt 3. 

Die Spezialfalle der Matrizen (1), (4), (9) und 
(11) (bei bereits eliminiertem Bezugspunkt) sind 


ree 1 0 ss 0 1 
re =| 1 sl — ee). (37) 


ee be Y, | ye ie a (38) 


2 


Ware Vieg y2i1 Y22 
Die Auswertung der Formel (29) aus Abschnitt 4.1 Bild 3. Beispielnetz. 
ergibt 
Yii+ Y?? he Vara tire 28 ey 
i Yii+ Yy.—Y12*—Y% YV,;—2Yie+ Yoo t+ Yi8+ Y2+ Y%4 V2) 39 


Das betrachtete Netzwerk liefert die folgenden Datenblécke: 


Zweigblock 1 Zweigblock 2 


Wir benutzen die folgende Speicherfunktion: 
$,(1, 1) = 100, S,(4,,1) = 101, Silly 2) = 1025 Sy(1, 2) = 103, 
S 


S,(2, 1) = 104, Sal) 1) == 105, \2sp2) a= LOO), S,(2, 2) = 107. 
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Die Auswertung der Zweigblocke mit Hilfe der in Abschnitt 5.1 aufgefiihrten Befehle 
fiihrt zu folgenden Inhalten der Speicherzellen 100 bis 107: 


100); Re (¥4,) Noy Bs *Abasl (ee) 
102 : —Re (Y,,) 103) .-—1mi (75) 
104 : —Re(Y,,) 105 : —Im (Y,,) 
106 Re (Y,,) + Re(Y,,) OAS Ibe) Se dhe.) < 


LOO men el (Yar) TOT mee PLTNy (Ayo) 

102 : —Re (Y,,) + Re(Y,,.) 103 : —Im (Y,,) + Im(Y,.) 

104 : —Re (Y,,) + Re(Y,,) 105 : —Im (Y,,) + Im(Y,,) 

106: Re(Y,,) + Re(Y,,) —2 Re(Y,,) 107: Im(Y,,) + Im(Y,.) — 2 Im(Y,,) 


SchlieBlich ergibt die Auswertung des Vierpolblocks: 


100: Re(Y,,) + Re (Y??) 

1O1e ey dini(¥F-)) =| iml(¥22) 

102 : —Re(Y,,) + Re (Y,,) — Re (Y??) — Re (Y#}) 

103 : —Im (Y,,) + Im (Yq) — Im (Y??) — Im (Y?}) 

104 : —Re (Y,,) + Re (Y,,) — Re (Y??) — Re (Y??) 

105 : —Im (Y,,) + Im (Y,,) — Im (Y??) — Im (Y?%) 

106: Re(Y,,) + Re(Y gs) —2 Re (Y,,) + Re (Y"!) + Re (¥??) + Re (Y1#) + Re (Y#4) 
107? Im (Y,,) + Im (¥q,) —2Im(Y,,) + Im(Y™) + Im (Y**) =- Im(V¥#4) = Im(y4)e 


Ein Vergleich des damit gewonnenen Speicherinhalts mit Formel (39) anhand der Speicher- 
funktion S zeigt die Ubereinstimmung der Ergebnisse der beiden Rechenverfahren. 
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Bestimmung der Energie eines ebenen Magnetfeldes 
durch Abbildung desselben auf ein elektrisches Stromfeld 


Von 
F. Stier, Karlsruhe 
Mit 3 Textabbildungen 
(Eingegangen am 26. April 1960) 


Ubersicht. Die Abbildung eines wirbelfreien und eines wirbelhaften Magnetfeldes auf ein elektrisches Strom- 
feld wurde in der Literatur schon mehrfach behandelt [1—3]. Im nachfolgenden wird gezeigt, daB eine exakte 
Ableitung der Abbildung bisher nicht verwendete Gleichungen fiir die Berechnung der magnetischen Energie 
ergibt. Dies wird an einem Beispiel gezeigt. 


1. Gleichung der Aquipotentiallinien und der Feldlinien 


Bewegt sich der Endpunkt eines Feldvektors auf einer Flache konstanten Potentials (wir- 
belfreies Feld), dann wird keine Arbeit geleistet. Eine solche Flache nennt man Aquipotential- 
flache, ihre Gleichung lautet: 

iit or (1) 


Die Feldlinien verlaufen senkrecht zu diesen Potential- oder Niveauflachen, die Gleichung der 
Feldlinien ist daher 
(dtl a= 0* (2) 


dr = idx +jdy 
%=i1A,+ 44, 
lautet die Gleichung der Aquipotentiallinien: 
A, dx + A, dy =o (1a) 


In der xy-Ebene mit 


und 


und die der Feldlinien: 
A, dy— A,dx =o. (2a) 


Man erkennt die orthogonale Zuordnung von Aquipotentiallinien und Feldlinien. 


2. Abbildung des wirbelfreien Magnetfeldes durch ein elektrisches Stromfeld 


Wir wollen nun ein ebenes, wirbelfreies Magnetfeld der uv-Ebene 


9 =1 igh a j Hs 
in ein ebenes, wirbelfreies elektrisches Stromfeld der xy-Ebene 
G=18, + 1% 


abbilden. Beide Felder gehorchen der LAPLAcEschen Gleichung 
Vp = Vi y=0, 

wobei y das magnetische und das elektrische (skalare) Potential ist. Die Feldebene des Origi- 
nals besteht aus Luft (u = mo) und ist von Eisen (“4 = 00) begrenzt. Wenn man fiir die Abbil- 
dung der Feldebene leitende Folien oder diinne Bleche mit dem spezifischen Widerstand @ wahlt, 
die durch Luft (9 = oo) begrenzt sind, wird einer Abbildung von § auf g zugleich auch eine solche 
von $ auf € entsprechen. Es gilt ja 

Bau) und C=0q. 


a) Magnetfeld in der uwv-Ebene 


Als Beispiel wahlen wir einen Spartransformator mit einem Ubersetzungsverhdltnis 2:1. 
Die Wicklung ist in dem von Eisen eingeschlossenen Fenster 0A BC am Fensterrand OC unter- 
gebracht. Der zeitliche Héchstwert der Durchflutung von «4 = 0 bis u = u, sei w J /2, wobei 
J der Effektivwert des Stromes ist. 
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Randbedingungen : 
v=o: sH, du=w IJ y2, (34) 
oO 
v=%: fiir bel. wu gilt H, =0, (3b) 
are } fiir bel. v gilt H, =o. (3¢) 
U2, 


Der durchflutungsfreie Rand OA BC stellt eine Aquipotentiallinie dar. 


Hy 
§ fu 
7a 
Y 
Jz VG 
Bild1. Durchflutung und magnetisches Feld Bild 2. Ebenes elektrisches Stromfeld als Bild 3. Zuordnung der magneti- 
im Fenster eines Spartransformators mit Abbildung des in Bild 1 dargestellten magne- schen Feldstarke des Originals 
dem Ubersetzungsverhaltnis 2:1. tischen Feldes. und der elektrischen Stromdichte g 


der Abbildung. 


b) Elektrisches Stromfeld in der xy-Ebene 


Das Transformatorfenster wird abgebildet durch eine Metallplatte oabc von geometrisch ahn- 
licher Gestalt. Der magnetischen Durchflutung entsprechend wird am Rand oc von x = 0 bis x = x, 
der Gesamtstrom ki gleichmafig verteilt zugefithrt und im Bereich von x = x, bis ¥ = 2 x, 
ebenso wieder abgenommen. 


Randbedingungen: Ds 
== OF dfg,dx=ki, (4a) 
° 
wobei d die Blechdicke ist; 
y eNat fir bel. x giltg, = 0, (4b) 
mes \ fiir bel. y giltg, =o. (4c) 


Der stromquellenfreie Rand oabc stellt eine Stromungslinie dar. Der Vergleich der Randbedin- 
gungen des Magnetfeldes und des elektrischen Stromfeldes zeigt eine orthogonale Zuordnung 
der Feldlinien. 


| pais Pres walls ROS Roa. 


Wir setzen 
H,=Cg,. (5) 
Mit” ~~ ‘l ergibt sich aus den Gln. (3a), (4a), (5) die Konstante 
y=ov : 
c= 2 (Fad. (6) 


Bei der orthogonalen Zuordnung ist stets der gleiche Drehsinn fiir den Ubergang von der Kom- 
ponente des Magnetfeldes zur Komponente der elektrischen Stromdichte beizubehalten, da nur 
dann in den zugeordneten Punkten § | g ist (s. Bild 3). 


Es gilt also auch: 
Hae (5a) 
Die Aquipotentiallinien des elektrischen Stromfeldes 


g, dx + g,dy =0 
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und die Feldlinien des Magnetfeldes 
it, du —- Hedy = 0 


haben also offenbar einen geometrisch ahnlichen Verlauf, d. h. wir kénnen daher die Feldlinien 
des Magnetfeldes durch die Aquipotentiallinien des elektrischen Stromfeldes abbilden. 


3. Bestimmung der magnetischen Energie des Originals in der Abbildung 


_ Wir wenden den GrEENschen Satz auf das wirbel- und quellenfreie Magnetfeld an: 
$y df grad y mel V7? yp + grad @ grad y) dv. 
Mit § = — grad yp = — grady und V?g = V?y = Oo erhalt man 
SNE peat (7) 


Wir gewinnen die magnetische Energie bei einer Tiefe der Anordnung im Original von U,,, wenn 
wir das in Gl. (7) links stehende Integral am Rand v = 0 im Original bzw. y = 0 in der Abbil- 
dung auswerten. So erhalten wir fiir die magnetische Energie: 


Wn ae as U, | p A, du = ha OF ery d [es dx ; (8) 
7 = U — ae , 
mit g = RO ree y2 Jw gilt: 
2a = 
We = Zu a | 8, % dx 4 (8a) 


° 


Man kann die magnetische Energie auch durch die elektrische Leistung des Modells ausdriicken: 


W,,=—U, | HdF. 
F 


Mit df = o? dF und mit den Gln. (5) und (6) erhalten wir 


r N el 
W,, =U, == 


: a We, (9) 
Jw d 
N,, ist die dem Modell zugefiihrte elektrische Leistung, 


& = R, Widerstand eines Quadrates des fiir das elektrische Modell benutzten Bleches mit der 


Dicke d, 
U,, mittlere Tiefe des Originals, 
uw Permeabilitat der Luft. 


4. Abbildung des wirbelhaften Magnetfeldes durch ein elektrisches Stromfeld 


Bisher haben wir als Ersatz fiir die Wicklung einen linienformigen Strombelag angenommen. 
Beriicksichtigen wir die Wicklungsausdehnung nicht nur der Lange, sondern auch der Breite nach, 
dann tritt anstelle des linienférmigen Strombelages eine flachenformige Durchflutungszone mit 
i. a. gleicher Stromdichte. Das Magnetfeld ist in diesem durchfluteten Bereich wirbelhaft. Es 
gilt allgemein 


LOE Sie, 
in der uv-Ebene also 
OE SOE artes (10) 
Ou fa ow * 


Bei dem Versuch der Abbildung durch ein Gleichstromfeld mu8 zur Erfassung der Einstré- 
mung in die Ebene vom Raumfeld ausgegangen werden. Es gilt wie zuvor: 
Totly —=0 div g =0 
© = — grad p einwertiges Potential 
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Es existieren also Feldlinien und Potentialflachen. Wir schreiben 


: C8 x Oy Of, 
== = = 0 
cIY Qo Toby) ih ae 
oder, indem wir eine xy-Ebene z = const betrachten, 
Be Chy Vee En (11) 
Ox oy Oz 


Wenn wir nun dem in der xy-Ebene befindlichen ebenen Modell (Blech von der Dicke d) Strom 
in der z-Richtung mit der Dichte g, zufiihren, erhalten wir fiir die Anderung der Stromdichte 
in dieser Richtung als Mittelwert iiber die Blechdicke d 
Oy,  &s 
ora (12) 
Ist nun die Stromdichte g, innerhalb eines endlichen Flachenbereiches 4f konstant und unab- 
hingig von x und y, dann erhalten wir eine Gleichung, die der Potssonschen Gleichung fiir die 
Ebene entspricht: 
Cx , By bs 
ee d 
Der Vergleich der Gln. (10) und (11a) zeigt wieder eine orthogonale Entsprechung von §) und g. 
Wir setzen 


(11a) 


H,=Kg,, H,=—Kg, (13) 


und wie friiher x =au,y=av, und A4f=oAF. 

Die elektrische Einstrémung des Modells erhalt dieselbe Verteilung wie die Durchflutung des 
Originals. Wenn ki die gesamte elektrische Einstrémung und //2 J w die gesamte elektrische 
Durchflutung ist, so gilt fiir die Stromdichten einander der Lage nach entsprechender Teilflachen 
Af und 4F: 

a a im Modell und g, = pla im Original. 
Darin gibt 6 den Bruchteil der gesamten elektrischen Einstrémung bzw. der gesamten elektri- 
schen Durchflutung an, der auf die Teilflache 4f bzw. AF entfallt (0 << B < 1). 
Damit ist 
jae Ww 

Ko 2 (TF)a a ; (14) 
da die so gewonnene Konstante K gleich der frither gefundenen Konstanten C ist, ergibt sich eine 
gemeinsame Darstellung des wirbelhaften und wirbelfreien Feldraumes. In beiden Teilen stellen 
die Potentiallinien des Gleichstromfeldes die Feldlinien des Magnetfeldes dar. Die magnetische 
Energie jedoch kann jetzt nur aus der zuletzt gewonnen Gl. (g) bestimmt werden, da Gl. (8) die 
Wirbelfreiheit beider Felder voraussetzt. 


Zusammenfassung 


Durch die Abbildung eines ebenen, wirbelfreien Magnetfeldes auf ein ebenes, wirbelfreies 
elektrisches Stromfeld gelingt es, ohne Aufzeichnung des Feldes die magnetische Energie mit 
Hilfe des GREENschen Satzes am durchfluteten Rand oder durch die dem Modell zugefiihrte 
elektrische Energie zu bestimmen. Auch die Abbildung eines ebenen, wirbelhaften Magnetfeldes 
gelingt in derselben Weise, jedoch laBt sich in diesem Fall die magnetische Energie nur durch 
die diesem Modell zugefiithrte elektrische Energie bestimmen. 
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Die Inzidenzmatrizen der Schnittmengen eines Netzes 


Herrn Prof. Dr.-Ing. HERBERT BUCHHOLZ zum 65. Geburtstag gewidmet 


Von 


Hans EpELMANN, Erlangen 


Mit 3 Textabbildungen 


(Eingegangen am 30. Marz 1960) 


Ubersicht. Neben der Maschen- und der Knotenpunktsmethode gibt es eine weitere bisher noch wenig 
verbreitete Methode: Die Methode der Schnittmengen. Der Graph! des gegebenen Netzes la8t sich durch einen 
Schnitt in zwei getrennte Teile zerlegen (dabei kann der eine Teil auch auf einen Knotenpunkt zusammen- 
schrumpfen). Die Menge der Zweige, die hierbei geschnitten wird, heiBt Schnittmenge. Die Schnittmenge ist 
das duale Gegenstiick zur Masche, und es ergeben sich auf Grund dieser Tatsache eine Reihe zur Maschen- 
methode dualer Beziehungen, die auch dann gelten, wenn der duale Graph nicht existiert. Auch hier erhalt 
man, indem man vom Begriff des volilstandigen Baumes ausgeht, mit Hilfe entsprechender Inzidenzmatrizen 
die erforderliche Anzahl unabhangiger Gleichungen fiir die Baumzweig-Spannungen. Alle iibrigen GréBen 
ergeben sich dann explizit aus weiteren Gleichungen. SchlieBlich werden noch Existenzsdtze und wichtige 
Identitaten bewiesen. s 


1, Allgemeine Bemerkungen 


In einer vorausgegangenen Arbeit [72] wurden Grundlagen der Netzberechnung mit Inzidenz- 
matrizen mitgeteilt. Diese Arbeit, im weiteren kurz AGNI genannt, stiitzt sich auf die Maschen- 
und Knotenpunktsmethode. Ist z die Anzahl der Zweige und k die Anzahl der Knotenpunkte, 
so hat das Netz (sofern es zusammenhiangend ist) 


y=2z2—ki1 
unabhangige Maschen. 

Die Maschenmethode liefert 7 Gleichungen fiir die hier als wesentliche Unbekannte auf- 
tretenden 7 Maschenstréme. Alle iibrigen Zweigstr6me und -spannungen ergeben sich dann 
explizit aus weiteren Gleichungen. Das Verfahren ist besonders giinstig, wenn die gesuchten 
Stréme in unabhangigen Zweigen liegen. Dann sind die Unbekannten des Gleichungssystems 
gerade die gesuchten Lésungen. 

Die Knotenpunktsmethode liefert k—1 Gleichungen fiir die dort als wesentlich Unbe- 
kannte auftetenden k—1 Knotenpunkts-Potentiale, das Potential des k-ten Knotenpunkts 
dient als Bezugspotential, (dieses wird gewohnlich gleich null gesetzt). Im allgemeinen ist je 
nachdem, ob 7 gréBer oder kleiner als k—1 ist, die Knotenpunkts- oder die Maschenmethode 
giinstiger. Auch hier ergeben sich die Zweigstr6me und -spannungen explizit aus weiteren Glei- 
chungen. 

In vielen Fallen interessiert man sich nicht fiir die Potentiale gegeniiber einem Bezugsknoten- 
punkt, sondern man méchte die Zweigspannungen direkt als Unbekannte erhalten. Gelingt es, 
die gesuchten Spannungen in die Baumzweige zu legen, so empfiehlt sich eine bisher noch wenig 
verbreitete Methode, namlich die Methode der Schnittmengen. Sie ist verwandt mit der 
Knotenpunktsmethode und ist aber gleichzeitig auch ein duales Gegenstiick zur Maschenmethode. 
Tatsachlich ergeben sich in den Fallen, in welchen der duale Graph” existiert — das ist genau dann 


1 Ein Graph (Streckenkomplex) ist ein Gebilde, das aus Zweigen (Strecken) und Knotenpunkten besteht. 
Die Zweige verbinden (teiweise oder ganz) die Knotenpunkte. 

* Ein Graph B hei®t dual zu einem gegebenen Graphen 4, wenn 
1. jedem Zweig von A ein Zweig von B entspricht, 
2. jedem Knotenpunkt von A eine Masche von B entspricht, 
3. jeder Masche von A ein Knotenpunkt von B entspricht. 
Man erkennt, da8, wenn B zu A dual ist, auch A zu B dual ist. Ubertragt man den Begriff der Dualitat auch 
auf elektrische Netze, so entsprechen sich wechselseitig die Stréme und Spannungen, Widerstande und Leitwerte, 
Serien- und Parallelschaltungen usw. (vgl. [71]). 
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der Fall, wenn sich der Graph ohne Uberkreuzung in eine Ebene ausbreiten 1aBt* — dieselben 
Gleichungen unter Vertauschung von w und 7. Hierbei geht das System unabbangiger Zweige in 
einen vollstandigen Baum iiber und der vollstandige Baum in ein System unabhangiger Zweige. 


2. Die Methode der Schnittmengen 
2.1 Die Schnittmengen — Zweig — Inzidenzmatrix 


Der Name dieser Methode riihrt davon her, daB beim Aufstellen der Stromgleichungen das 
Netz durch einen Schnitt, erzeugt durch eine geschlossene Kurve, in zwei Teile geteilt wird, 
naimlich in einen inneren und in einen auBeren. Die hierbei geschnittenen Zweige bilden die 
Schnittmenge (cut set). Fiir die geschlossene Berandung gilt nun eine verallgemeinerte Knoten- 
punktsbeziehung, die sich ebenfalls aus der Quellenfreiheit fiir die elektrischen Stréme herleitet: 
Die Summe aller iiber diese Schnittmenge hineinflieBenden (bzw. hinausflieBenden) Stréme ist 
gleich null. Diese Beziehung ist das duale Gegenstiick zur Maschenregel in einer unabhangigen 
Masche, wo die Summe aller Spannungen gleich null ist. Wahrend man bei der Maschenmethode 
zweckmaBig (um in der C-Matrix die Einheitsmatrix zu erzeugen) das Vorzeichen des Maschen- 
umlaufs in Ubereinstimmung mit der Orientierung des entsprechenden unabhangigen Zweiges 
wahlt, ist es auch hier wieder ratsam, das Vorzeichen des Hinein- oder HerausflieBens in Uber- 
einstimmung mit dem Vorzeichen des geschnittenen Baumzweigs zu wahlen. Ubertragen wir 
auch die iibrigen Regeln dual, so darf die Schnittmenge nur einen Baumzweig enthalten und 
im iibrigen nur unabhangige Zweige schneiden. Hierzu vermerken wir noch folgende Gesetz- 
maBigkeiten: 


1. Ein Baum 1aB8t sich, da er einfachzusammenhiangend ist, immer in der Ebene, bzw. auch 
auf der Kugel, ohne Uberkreuzungen ausbreiten. 


2. Durch die Zerschneidung eines Baumzweigs zerfallt der Baum in zwei Teilmengen. 
Wiirde er namlich nicht zerfallen, so ware er nicht einfachzusammenhangend und damit kein 
Baum. 


3. Erganzt man diesen Schnitt zu einer geschlossenen Kurve ohne dabei einen Baumzweig 
zu schneiden, so werden hierdurch die Teilmengen der Knotenpunkte in der Ebene, bzw. auf der 
Kugel, voneinander getrennt (in der Ebene liegt dann eine Teilmenge im Innern, die andere im 
AuBeren der geschlossenen Kurve. Das hangt allerdings davon ab, wie man den geschlossenen 
Weg zeichnet. Auf der Kugeloberflache gibt es kein Inneres und AuBeres). 


4. Durch diese geschlossene Kurve werden auch die Baumzweige — der geschnittene Baum- 
zweig soll hier aus der Betrachtung ausgenommen werden — in zwei Teilmengen zerlegt. Die 
eine Menge ist leer, falls der geschnittene Baumzweig ein Endzweig ist. 


5. Fiigen wir zu dem Baum noch die unabhangigen Zweige hinzu, hierbei konnen auch Uber- 
kreuzungen vorkommen, so schneidet die geschlossene Kurve auSer dem einen Baumzweig nur 
unabhangige Zweige. Diese bilden die diesem Baumzweig zugeordnete Schnittmenge. 


Wir kénnen nun die Strom- und Spannungsgleichungen eines Netzes nach der Schnittmengen- 
methode aufstellen. Hierzu wollen wir wieder das Netz nach Bild 4 in AGNI zugrundelegen (Bild 1). 

Die Stromgleichungen sind erweiterte Knotenpunktsgleichungen, im allgemeinen jedoch 
nicht fiir einen einzigen Knotenpunkt, sondern fiir die Gesamtheit der Knotenpunkte der einen 
oder auch anderen komplementaéren Menge (was auf dasselbe herauskommt) der Knotenpunkte, 
welche durch die geschlossene Kurve voneinander getrennt werden. In Bild 1 sind nun zusatzlich 
die den Schnittmengen entsprechenden geschlossenen Kurven eingezeichnet und in der Reihen- 
folge der Baumzweignummern durchnumeriert. Wie schon erwahnt, soll bei der Aufstellung 
der itber die Schnittmenge flieSenden Summenstréme 1?...i2_, das Vorzeichen so gewahlt 


® Es gibt Graphen, welche sich nicht dualisieren lassen und daher auch nicht in einer Ebene ohne UWberkreu- 
zungen ausgebreitet werden kénnen (vgl. [63] u. [64]). Trotzdem ist die Schnittmengenmethode auch in Fallen 
anwendbar, in denen der duale Graph nicht existiert. 
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werden, daB der Baumzweigstrom mit einem positiven Vorzeichen erscheint.4 Wir erhalten dann 
folgende Gleichungen: 


{on 2% . he. : 
= —h Sp = oie 
,0 as . . . . . . . 
Ug == =| — 1g 4 Ig =b 4g tg + tg + tg 
iy oe riigeatg me Uy + ty 
2? — ; : ee (1) 
Aor mS as hyo 
nO) a . . . . . 
Gee Ste (ety tart Gan Me + 44 
= . . 
aes + 4 + the 
in Matrizen 
ia afl 


Bild 1. Graph nach Bild 4 von AGNI mit den Baumzweigen 7 bis 12 zugeordneten Schnittmengen 1 bis 6. 


Hierbei ist H die Matrix des Gleichungssystems (1) und wird Schnittmengen-Zweig-Inzi- 
denzmatrix genannt. Sie lautet 


—1 fo) ) o —1 —1 +1 ) fo) @) 
+1 —1 +1 +1 +1 +1 Oo +1 O O 
0) 1 —1 —1 O ) 0) ) 1 fo) O 
Hee + a (2) 
) ) O Oo —1 —1 ) 0) +1 ) ) 
O o +1 +1 +1 +41 O O +1 O 
fo) O ) ) o +1 ) fo) fo) Oo +1 
Da die Schnittmengen-Summenstrome gleich null sind, ist 
ir =0 (3) 
zu setzen. 
Als Schnittmengenspannungen (w?, w2,..., u2_,) werden die entsprechenden Spannungen 


der Baumzweige eingefiihrt. Mit diesen Spannungen laBt sich jede Zweigspannung eindeutig 
darstellen, insbesondere auch diejenigen der unabhangigen Zweige, denn jeder unabhangige 


* Auf diese Weise wird in der Schnittmengen-Zweig-Inzidenzmatrix rechts eine Einheitsmatrix erzeugt. 
Hierdurch wird auBerdem die Linearunabhangigkeit der Gleichungen selbst-evident. Es wiirde aber auch geniigen, 
wenn dort nur eine nicht-singulare Matrix stiinde, d.h. wenn die Baumzweigstréme linear unabhangig sind. 
In [69] S. 82 ist in Regel 2 von dieser Méglichkeit Gebrauch gemacht worden. 
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Zweig bildet eindeutig eine Masche tiber die Baumzweige und die Summe dieser Spannungen ist 
gleich null, woraus sich die Gleichungen eindeutig ergeben. Wir erhalten folgende Gleichungen 
fiir die Zweigspannungen, dargestellt durch die Schnittmengenspannungen. 


= Cay) 
Uy = —U, + Uy 
Oo @ 
Uy = —— Wotatettes 
o Oo Q 
Us = => Uy = Ue, + Us 
= nye i gfe 
Uy = + Us Us 5 
oe G © a @ 
Uy = —U, + Uy U, + Us 
= Oo a) yf ke He @ 
Ug = — Uy + Uy Us us -- Ug (4) 
U, = + U2 
i tte ny 
Ug = Brus 
Ug = + Us 
is 42 
U9 = + Uy, 
Wy, = Bue 
1G aes 5 
= o 
Uy, = + Ug : 


Hierbei stellt man fest, daB die Matrix dieses Gleichungssystems die Transponierte der Matrix H 
des Systems (1) ist. DaB dies so sein muB8, ergibt sich aus der Definition als Inzidenzmatrix: 
Hiernach ist H ein rechteckiges Schema mit k — 1 Zeilen und z Spalten, in welches in der x-ten 
Zeile und -ten Spalte Zahlen +1, —1 oder 0 einzutragen sind, je nachdem, ob in der g-ten Schnitt- 
menge der €-te Zweig die gleiche, entgegengesetzte Orientierung zu dem zugeordneten Baumzweig 
hat oder iiberhaupt nicht zur Schnittmenge gehort. 

Aus dieser Definition, welche sowohl auf das Gleichungssystem (1) als auch auf das Gleichungs- 
system (4) anwendbar ist, ergibt sich, daB im Gleichungssystem (4) die Transponierte von H an- 
gewandt werden muB8. Es ist also in Matrizen 


Ue Uae (4) 


2.2 Beziehungen zur Maschenmethode 


2.2.1 Die duale Bezvehung 


Die Beziehungen zur Maschenmethode sind zweierlei Art: Einmal kann man die Schnitt- 
mengenmethode als ein zur Maschenmethode duales Verfahren betrachten. Dies wird sofort 
klar, wenn man den hier (da der Streckenkomplex eben ist) existierenden dualen Streckenkomplex 
aufzeichnet. Bild 2 zeigt den dualen Graph zu dem in Bild 1 wiedergegebenen Graphen. Der 
duale Graph zu einem gegebenen kann dadurch gefunden werden, da8 man in jede Masche des 
gegebenen einen Knotenpunkt einzeichnet, ferner auch einen auBerhalb des Netzes, und diese 
Knotenpunkte durch Zweige so miteinander verbindet, daB jeder Zweig des gegebenen von einem 
solchen Zweig geschnitten wird. Hierbei kann man auch eine eineindeutige Zuordnung der Orientie- 
rungen festlegen und zwar derart, daB z. B. die Zweigorientierungen des dualen Graphen aus 
denjenigen des gegebenen durch eine (im mathematischen Sinn) positive Winkeldrehung 
<a hervorgeht. Von dieser Zuordnung ist in Bild 2 Gebrauch gemacht. Stellt man jetzt die 
Maschengleichungen fiir die Zweigspannungen auf, so ergibt sich bei der Zuordnung u > i, u° > i? 
und C-> H das Gleichungssystem (1) und bei der Zuordnung i u, i®> vu? und C,—> H, das 
Gleichungssystem (4). Auch hieraus ergibt sich, daB im Gleichungssystem (4) die Transponierte 
angewandt werden muB. 


2.2.2 Die direkte Bezvehung 


Es existiert aber auch eine direkte Beziehung zur Maschenmethode insofern, als das Gleichungs- 
system (1) nichts anderes ist als die implizite Darstellung fiir den unteren Teil des Gleichungs- 
systems, welcher die Zweigstréme durch diejenigen der unabhangigen Zweige ausdriickt, Teilt 


XLV. Band 


Hens i6eo H. EpELMANN: Die Inzidenzmatrizen der Schnittmengen eines Netzes 351 


man entsprechend AGNI Kap. 4.3 den Zweigstromvektor i auf in die zwei Vektoren der Maschen- 
stréme i° und der Stréme in den Baumzweigen i’, so daB gilt 


ees ay 
i=(;.)) (5) 


so kann man nach Gl. (32) von AGNI schreiben 


i’ =— B-Aie® (6) 


oder in impliziter Darstellung 
jo 
B-1Ajo 4 ji! = eoA.t( 7) 
==,(D> Aer yle=0 . (7) 


9 


Bild 2. Der zu dem Graphen von Bild 1 duale Graph. Der urspriingliche Graph 
ist gestrichelt eingezeichnet. Maschen gehen in Knotenpunkte tiber, Knoten- 
punkte in Maschen. Aus den Baumzweigen werden unabhangige Zweige, aus den 
unabhiangigen Zweigen Baumzweige. 
Die Stréme, die hier nun null werden miissen, sind aber genau die Schnittmengensummen- 


stréme. Damit kann die Matrix H bei Vergleich mit (1) dargestellt werden in der Form 
H = (B=?A, 1) (8) 


oder auch bei Partitionierung von H nach unabhangigen Zweigen und Baumzweigen gemaB 


eas : 


= (= C1)’. (10) 

Natiirlich kann man jetzt auch das Gleichungssystem (4) als eine explizite Auflosung der 
Summengleichungen fiir die Zweigspannungen einer Masche (welche in der Maschenmethode gleich 
null gesetzt werden), nach den Spannungen in den unabhangigen Zweigen auffassen. Da in jeder 
Gleichung nur eine solche Spannung vorkommt, macht dies keine Schwierigkeit, und die den Baum- 
zweigen entsprechende Untermatrix bleibt bis auf das Vorzeichen erhalten. SchlieBlich werden 
auch noch die Schnittmengenspannungen mit den Spannungen in den Baumzweigen identifiziert. 


Damit wird 
—C —A-B* 
Peet is 


° Hierbei sind A und B (vergleiche AGNI) die den unabhangigen Zweigen und Baumzweigen entsprechenden 


in der Form 


Untermatrizen der Knotenpunkts-Zweig-Inzidenzmatrix gemaB K = (A, B). 
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2.3 Beziehungen zur Knotenpunktmethode 


Es ist jetzt auch nicht schwer eine Beziehung zur Knotenpunktsmethode zu zeigen. Es ist 
namlich 
H = (B-*A\-1) = Be * (A,B) = Bere (12) 
Auf diese Weise ist es méglich, die Schnittmengen-Zweig-Inzidenzmatrix aus der Knotenpunkts- 
Zweig-Inzidenzmatrix zu errechnen. Ferner erkennt man, da8 neben der Beziehung K C = 0 
auch noch die Beziehung 
FH Cz=0 (13) 
bestehen muB, denn es ist 
H.-C=B-'(K-C)=B-?-0=0. 


Das lat sich natiirlich auch direkt unter Anwendung der Gln. (g) und (10) zeigen. 


2.4 Die Berechnung der Zweigspannungen und -stréme 


In den Zweigen sei nun jeweils eine Spannungsquelle e und eine Impedanz z hintereinander- 
geschaltet. Die Definitionspfeile fiir e, 7 und w sollen gleichsinnig verlaufen (vgl. hierzu Bild 1 von 
AGNI). Enthalt der Zweig keine Spannungsquelle, so hat man nur e; = 0 zu setzen. Alsdann 
gilt wieder in jedem Zweig 


in Matrizen 


u="Z i 4e (14) 
und 
i= Z—*(u—e) 
| = Y (ue). (15) 
Mit den Gln. (1), (3) und (4) erhalt man das Gleichungssystem fiir die Baumzweigspannungen 
Y¥2u? = AY Hyu@e— Ye: (16) 


Dies ist genau die notwendige Anzahl der Gleichungen zur Lésung des Problems, die Spannun- 
gen und Stréme in dem gegebenen Netz zu berechnen. Falls die Determinante des Systems nicht 
verschwindet (hinreichende Bedingungen dafiir werden im nachsten Kapitel angegeben), ergeben 
sich die tibrigen Zweigspannungen aus dem Gleichungssystem (4) und die Zweigstroéme aus dem 
Gleichungssystem (14). 

Im folgenden wollen wir die Matrix Y® noch genauer betrachten. Multipliziert man das Matri- 
zenprodukt H Y H, unter Benutzung der Matrix H nach Gl. (2) entsprechend unserem Beispiel 
(nach Bild 1) aus, so erhalt man 


Vira + 53: ed tia Sak 
} “ fo) Yon +y te cree ym oi 
yee. Aree 35 66 Ys Yee 466 
=i Tee. Sys aa a5 Tae = S68. 2 ye Pgs waa y 
ae Ay ke ; P “d0 6 
66 Eiger Veet Yes Yeas Om he Lore Aes ‘ 
Yao + gq | 
0 ris d ar 0S Tad Shalt Ay ° —V33—J ° 
2 +3; J : +33 d 
oe “t Vag M99 a seit ce 
Ven ty —V55—Y o RE eMT Rime. ye Ber, Pe 
755 T 166 V5 5 ¥66 Vs55 } ac 
55 + Hyo.co Bib names Grant 66 
ees Ig +4 Yaa + Yau + Ios 
pa eee 3 T Vag ) ) y,, 438 1 Yaa vw V55 
eam C66 z Veen) ad V557 ¥66 | Y 4 
Tt Ys5 + Yee z [Yee + Vy1,11 AN 
ne 66 Ve6 2 BARC V66 Yee + Viz12 
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Auch diese Matrix ist symmetrisch. Ferner kann man fiir die Elemente dieser Matrix Regeln auf- 
stellen, welche dual sind zu den Regeln fiir die Maschen-Impedanzmatrix, sie lauten 
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1. In der Hauptdiagonale ist das Element y?, gleich der Summe aller Admittanzen, wel- 
_che der 7-ten Schnittmenge angehéren. 

2. AuBerhalb der Hauptdiagonale ist das Element y?, = y®, gleich der algebraischen 
Summe der Admittanzen derjenigen unabhangigen Zweige, welche der i-ten und k-ten Schnitt- 
_ menge gleichzeitig angehéren; das Vorzeichen einer solchen Admittanz in dieser Summe ist 
positiv oder negativ, je nachdem, ob die i-te Schnittmengen-Orientierung zur k-ten vom be- 
| treffenden unabhangigen Zweig aus gesehen gleich--oder gegensinnig sind. 


Die Orientierung der unabhangigen Zweige ist hier ebenso verloren gegangen, wie dual die- 
jenige der Baumzweige in der Maschen-Impedanzmatrix, nicht aber die gegenseitigen (durch 
die Baumzweigorientierungen festgelegten) Orientierungen der Schnittmengen zueinander. Den 
gegenseitigen Orientierungen der Schnittmengen entsprechen dual die gegenseitigen Orientierungen 
der Maschen, welche selbst wieder durch die Orientierung der unabhangigen Zweige bestimmt 
sind. Die obigen Regeln ergeben sich somit zwanglos durch Dualisierung der Regeln fiir die 
Maschen-Impedanzmatrix. 

Am Rande sei noch vermerkt, da8 die Vorzeichen der Glieder eines Elements y%, auBerhalb 
der Hauptdiagonale untereinander einheitlich sind. Das hangt damit zusammen, daf die ge- 
schlossenen Kurven, welche die Schnittmengen abgrenzen, ber eine Strecke, auf der sich die 
gemeinsamen unabhangigen Zweige schneiden, zur Deckung gebracht werden kénnen (Bild 3). 
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Bild 3. Die Schnittmengen 1 und 2 haben die unabhangigen Zweige 1, 5 und 6 gemeinsam Die Schnittkurven mit ein- 

gezeichneten Orientierungen a) koénnen tber die gemeinsamen Zweige zur Beriihrung gebracht werden b), Hier treffen die 

Orientierungspfeile entweder durchweg gleichsinnig oder durchweg gegensinnig aufeinander. Das gleiche gilt somit auch fir 
die gemeinsamen Zweige. 


Langs dieser Strecke stoBen die Orientierungen entweder durchweg gleichsinnig oder durchweg 

gegensinnig zusammen, womit auch die gegenseitigen Orientierungen iiber die unabhangigen 

Zweige festgelegt sind und zwar ebenfalls einheitlich. Damit ist ein Element der folgenden Art 
Wee = Nor os ze tt 


unméglich. Natiirlich gilt auch der duale Satz fiir die Maschen-Impedanzmatrix. 


2.5 Hinreichende Bedingungen fiir die Auflosbarkeit 
der Schnittmengengleichungen fiir die Baumspannungen 


Wegen det B = + 1 und wegen 
Ye eek: baie ie (18) 
stimmen die Determinante der Schnittmengengleichungen und diejenige der Knotenpunkts- 


gleichungen tiberein, d. h. es ist 
det Y° = det Yt+ 
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wegen 
det (H Y H,) = det (B K Y K, Bj), 
= det B7 det (K Y K,) det B, = det Y*. (19) 


Damit ist das Auflésbarkeitsproblem in beiden Fallen das gleiche; d. h. aus der Auflésbarkeit der 
Knotenpunktsgleichungen folgt die Auflésbarkeit der Schnittmengengleichungen und umgekehrt. 
Aus diesem Grund braucht man nur den Satz in Kap. 5.2 von AGNI hier entsprechend anzu- 
wenden und es gilt hier ein entsprechender Satz: 


| Dafiir, daB die Schnittmengengleichungen 
| Y?u® = HYe (16) 
| eindeutig auflésbar sind, ist hinreichend, daB das Netz wenigstens einen Baum enthalt, 

| dessen Zweigadmittanzen ausschlieBlich positive Realteile besitzen (und die iibrigen keine 
| negativen Realteile). 

Die Schnittmengentheorie hat hier aber noch einen anderen Vorteil, denn man ist jetzt in 
der Lage, diesen Satz und damit auch den entsprechenden Satz iiber die Auflésbarkeit der Kno- 
tenpunktsgleichungen auf eine andere Weise zu beweisen. Ubertragt man namlich den Beweis 
fiir die eindeutige Auflésbarkeit der Maschengleichungen unter den in 5.1 angegebenen hin- 
reichenden Bedingungen dual auf die Schnittmengen, so erhalt man hieraus einen unabhan- 
gigen Beweis fiir einen dualen Satz, der mit dem obigen genau iibereinstimmt. Diese Tatsache 
ist insofern von Bedeutung als es hiermit leichter mdglich ist, die angegebenen Satze auf gekop- 
pelte Netze (insbesondere solche mit Transformatoren) zu iibertragen. 


3. Ermittlung der vollstandigen Liste aller Systeme unabhangig | Zweige aus det Z° 


Ebenso wie man die Liste aller vollstandigen Baume durch Ausrechnen \ . det Yt = det Y 
aufstellen kann, ist es auch moglich, eine Liste aller méglichen Systeme unabhangiger Zweige 
eines gegebenen Netzes oder Graphen zu bestimmen und zwar aus der Determinante der Maschinen- 
impedanzmatrix Z°. Da dies in den Fallen, in welchen der duale Graph existiert, der Fall sein 
muB, ergibt sich durch Dualisierung aus dem Satz, wonach det Y® die Summe aller méglichen 
Produkte der Admittanzen der Baumzweig-Kombinationen liefert. Entsprechend muB also 
det Z° die Summe aller méglichen Produkte der Impedanzen der Kombinationen von Systemen 
unabhangiger Zweige ergeben. Daf dieser Satz auch in den Fallen gilt, in welchen der duale 
Graph nicht existiert, kann man dadurch zeigen, da8 man 


detsZ sence (20) 


in ahnlicher Weise wie in Kap. 4.5 von AGNI nach CaucHy-BINET entwickelt. Hierbei muB man 
noch beachten, daB C den Rang r hat und nur diejenigen Unterdeterminanten von C der Ordnung 
vy von Null verschieden und gleich + 1 sind, deren Zeilenkombinationen unabhangigen Zwei- 
gen entsprechen. Das ergibt sich daraus, daB die Maschenstrome, welche wiederum gleich 
sind den Strémen in den unabhangigen Zweigen, jeweils ein vollstandiges Basissystem bilden, 
und der Ubergang von dem einen zum anderen Basissystem eindeutig ist. 

Ist z. B. i} ein System von Maschenstrémen und i? ein weiteres System von Maschenstrémen, 
so besteht eine Beziehung der Form 


i? == Ce i? (21) 
mit det C? S o, denn man kann zunichst diese Matrix eindeutig durch Auswahl der entsprechen- 


den Zeilenvektoren aus einer Matrix C konstruieren, indem man bei der Konstruktion der Matrix 
C ein System von Maschenstrémen i} zugrundelegt und die Zeilenvektoren so auswahlt, daB die 


XLV. Band 


Helis 1960 H. EpErmMann: Die Inzidenzmatrizen der Schnittmengen eines Netzes )) 


Zeilennummern dem fiir i? zugrundegelegten System unabhangiger Zweige entsprechen. Auch 
fiir die umgekehrte Beziehung 


ip = Coin (22) 
kann man C§ aus einer entsprechenden Matrix C’ konstruieren. Aus der Existenz der Inversen 
Vira Cel 

CF aa C, (23) 


folgt det C? 4 o; das gleiche gilt auch fiir C7. Nach dem Determinanten-Multiplikationssatz ist 
auBerdem auch 


1 
det Ce => ‘det Co 5 (24) 


Da sowohl det Cf als auch det C? nur ganzzahlige Werte annehmen kénnen, haben diese 
Determinanten den Wert +1. Nun existiert auch fiir ein System von 7 Zweigstrémen i,, die 
kein unabhangiges System bilden, eine Beziehung 


[= Go, (25) 


die sich nicht umkehren 148t. DaB dies auf keine Weise méglich ist, und also der Cc? — o ist, 
erkennt man durch Betrachtung der Knotenpunktsgleichungen fiir die Zweigstréme 


ipa Kie0- 


Der Vektor i sei nun so partitioniert, daB die ersten y Zweigstréme i, entsprechen und die 
restlichen i;. Die entsprechende Partitionierung gelte auch fiir K , so da8 man schreiben kann 


Ki=1A.b)-(;)=0. 

Die der Komplementarmenge zu i, namlich i, entsprechenden Zweige bilden dann also keinen 
vollstandigen Baum. Diese Zweige bilden vielmehr eine oder mehrere z. B. m Maschen, und die 
Untermatrix B enthalt ebensoviel Nullzeilen, da jetzt in der Belegung nicht mehr alle Knoten- 
punkte erreicht werden. Diesen m Nullzeilen entsprechen m Bedingungen fiir die Zweigstréme i,. 
Dies ergibt sich, wenn man schreibt 


A= Be 


Dann sind aber die Strome aus i, nicht mehr unabhangig und damit sind auch die entsprechen- 
den Zeilen in C? linear abhangig, so daB 
detiC? = 0 (26) 
gilt. 
Nach CaucHy-B1NET erhalt man nun in ahnlichen Uberlegungen wie in Kap. 4.5 von AGNI 


r 
rey durchzuvariierenden Spaltenkombinationen von C, Z mit den 
homologen Zeilenkombinationen von C multipliziert und addiert die nachfolgende Beziehung 


indem man die Maioren der ( 


det Ze ay z 
01,99---0Fr 
= Kombination 
aller unabhangigen 
Zweige 


Q1 01” 204,03 a ee Zen Qy? (27) 


Die gleiche Summe erhalt man iibrigens auch dadurch, da8 man det Y+ mit dem Produkt aller 
Impedanzen multipliziert, das ist aber auch gleichzeitig det Z, so da8 auSerdem auch gilt® 


det Z° = det Z - det Y+. (28) 


® Vel. auch [63], [64] und [68] insbesondere Seite 386ff. 
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SchlieBlich ist auch die Anzahl aller Systeme unabhangiger Zweige gleich der Anzahl der 
méglichen Baume. Diese Anzahl erhalt man dadurch, da8 man in Z alle Diagorialelemente gleich 1 
setzt, so daB sich die Identitat ergibt 


det C,1 C = det.C,C = det KK, =. (29) 


Zusammenfassung 


Zur Maschenmethode existiert ein duales Gegenstiick: Die Schnittmengenmethode. Die 
Lésungen des nach dieser Methode aufgestellten Gleichungssystems ergeben die Spannungen in 
einem System von Baumzweigen. Alle iibrigen GréBen erhalt man explizit aus weiteren Glei- 
chungen. Die bei der Aufstellung der Schnittmengengleichungen bendtigte Inzidenzmatrix H 
(Schnittmengen-Zweig-Inzidenzmatrix genannt) ist mit den Inzidenzmatrizen der Maschen- und 
Knotenpunktsmethode verwandt. Die Schnittmengen-Zweig-Inzidenzmatrix ergibt sich in 
einfacher Weise aus der Zweig-Maschen-Inzidenzmatrix, wahrend man um die gleiche Matrix aus 
der Knotenpunkts-Zweig-Inzidenzmatrix zu erhalten, einen EliminationsprozeB einschalten muB, 
der aber keine Schwierigkeiten macht, falls man beim Aufstellen der betreffenden Inzidenzmatrix 
eine Normalorientierung und eine Normalnumerierung zugrundegelegt hat, weil sich dann die 
Unbekannten durch Aufrollen der Dreiecksmatrix ergeben. Die den Schnittmengengleichungen 
zugrundeliegende Schnittmengen-Admittanzmatrix Y° kann auch direkt unter Anwendung 
kombinatorischer Regeln hingeschrieben werden. Fiir die Auflésbarkeit der Schnittmengen- 
gleichungen gelten die gleichen hinreichenden Bedingungen wie fiir die Auflésbarkeit der Knoten- 
punktsgleichungen. Hierfiir kann jetzt auch ein zu dem entsprechenden Beweis fiir die Maschen- 
gleichungen dualer Beweis gegeben werden. Auch der Satz iiber die Berechnung der Liste aller 


méglichen Baume aus det Y* = det Y% ist dualisierbar und auch dann giiltig, wenn das duale 
Netz nicht existiert; man erhalt namlich die Liste aller méglichen Systeme unabhangiger Zweige 
in allen Fallen aus det Z°. 
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ZUR INFORMATION 
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bereits vorliegende Standardwerke abgefaBt. Der metallkundliche Teil geht davon aus, daB es den 
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